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1 MODELS MATEMATICS

1 Models matematics

1.1 Models discrets

1.1.1 Models unidimensionals

Exercici 1 — Creixement exponencial de bacteris: Estem es-
tudiant una poblacié de bacteris que es divideixen cada 20 minuts i que a
I'inici de 'experiment es redueix a dos bacteris. En quin moment el nombre
de bacteris supera les 60 unitats? Que li ocorre al tamany de la poblacié en
el futur?

Solucié (Ex. 1) — Si xy, és el nombre de bacteris després de k periodes de
divisié (20k minuts), es té

o, =21 £ =0,1,2,...

Volem el valor més petit de k tal que x; > 60:

1
281 > 60 <= (k+1)In2>1n60 < k2f620—1z4,91
n

Per tant, el primer valor enter és k = 5, és a dir, als 100 minuts:
ry=2"=32<60, x5=2%=64>60

Aixi, el nombre de bacteris supera les 60 unitats als 100 minuts. A més, com
que z = 21 quan k — oo, x; — oo i la poblacié creix sense limit. H

Exercici 2 — Model Malthus amb i sense aportacions: (CGPT)
Considerem una poblacié de ratolins que es troba en una illa deserta. La po-

blacié inicial de ratolins és de 100 individus. La taxa de creixement natural

anual és del 30% (r = 0,30).

Es vol determinar el temps necessari perquée la poblacié arribi a 1 milié de
ratolins en dos casos:

« Sense aportacions externes: Només es considera el creixement na-
tural de la poblacié.

« Amb aportacions externes: Cada any arriben 20 ratolins nous a més
del creixement natural.
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1.1 Models discrets 1 MODELS MATEMATICS

Solucié (Ex. 2) — Sense Aportacions Externes
La poblacié en temps t es modela amb 'equacié de creixement exponencial:

Pit)=PF-(1+r)
ja que cada pas implica:
Pit+1)=P(t)-(1+7r)

On:
« Py = 100 (poblacié inicial)
o7 = 0,30 (taxa de creixement)
« P(t) = 1000000 (poblaci6 objectiu)

Per trobar el temps ¢ necessari per arribar a 1 milié de ratolins, resolem:
1000000 = 100 - (1,30)"

10000 = (1,30)"
Aplicant logaritmes:
In(10000) = ¢ - In(1,30)
_ In(10000) _ 9,21034
~ In(1,30) ~ 0,26236
Com que el model és discret, cal arrodonir cap amunt: amb ¢ = 35 encara
no s’arriba al milié (P(35) ~ 972786), i amb t = 36 ja se supera (P(36) ~
1264 622). Per tant, el temps necessari és aproximadament 36 anys.

Amb Aportacions Externes
Amb aportacions externes, la poblacié es modela amb 'equacio:

~ 35,11

P(t+1)=P{t)-(14+r)+A

o bé
(1+r)t-1

P(t) = By (L4+7) + A

On:
« Py = 100 (poblaci6 inicial)

o = 0,30 (taxa de creixement)

u FACULTAT
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1.1 Models discrets 1 MODELS MATEMATICS

« A =20 (aportacions externes)
« P(t) = 1000000 (poblaci6 objectiu)

Utilitzant un enfocament iteratiu, s’ha de trobar el temps ¢ per al qual la
poblacié supera 1 mili6é de ratolins. En aquest cas, el calcul és:

(1,30)t — 1

P(t) =100 - (1,30)" + 20 -

Després de calcular iterativament, es troba que el temps necessari és aproxi-
madament 34 anys.

El segiient grafic mostra I’evolucié de la poblacié amb i sense aportacions
externes al llarg del temps:

_ %100 Evolucié de la Poblacié de Ratolins
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Figura 1: Evolucié de la poblacié de ratolins amb i sense aportacions exter-
nes. La linia horitzontal indica ’objectiu de 1 milié de ratolins.

Exercici 3 — Corft: (JVF,1er25)L’any 1930, I'illa grega de Cor-
f tenia una poblaci6 estimada de 18654 habitants i un creixement cada 10
anys del 15,6%.

1.Quina hauria estat la poblacié estimada el 1970 si s’hagués mantingut
aquest creixement cada decada?
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1.1 Models discrets 1 MODELS MATEMATICS

2.Decades després, el famos naturalista Gerald Durrell, qui havia viscut
a l'illa quan era petit, va observar que la poblacié real era inferior a la
prevista inicialment:

Any | Poblacié6 real
1930 18654
1940 22172
1950 23868
1960 27202
1970 29669

En Gerald va proposar un nou model segons el qual hi havia un flux
d’emigracié des de l'illa cap a la Grecia continental de m = 500 habi-
tants per decada. Troba la poblaci6 estimada el 1970 segons aquest nou
model.

3. Troba l'equilibri per al model amb emigracié i interpreta el resultat
respecte el model sense emigracio.

Nota: en Gerald Durrell va viure, certament, a Corfi en la decada dels anys
30, pero el suggeriment que va fer aquest model és fictici.

Solucié (Ex. 3) —  1.Sense migracié6:
El model discret maltusia és

Niyy =alN;, amba=1+r=1,156.
Per a Ny = 18654 i t = 4 (de 1930 a 1970):
N, = a'Ny = 1,156 - 18654 ~ 33312.

Per tant, la poblacié estimada el 1970 seria d'uns 33 312 habitants.

2.Amb emigracié constant:

Nt+1 = Cth +m, m= —500.

La soluci6 general és

Nt:at<N0— m >+ "
1—a 1—a

u FACULTAT
DE CIENCIES, TECNOLOGIA



1.1 Models discrets 1 MODELS MATEMATICS

Substituint els valors:

—500 —500
N, = 1,156'( 18654 — ———— —
t = 1,150 < 5094 = 1,156) 1—1,156
—500
Com que 1 Ta = ~0.156 = 3205,13, resulta:
N; = 1,156' (18654 — 3205,13) + 3205,13.
Per a t = 4:

Ny = 1,156*(15448,87) + 3205,13 ~ 30794.

Aixi, el model amb emigracié dona una poblaci6 estimada d'uns 30 794
habitants el 1970.

Any | Dades reals | Model sense migracié | Model amb emigraci6
1930 18654 18654 18654
1940 22172 21564 21064
1950 23868 24928 23850
1960 27202 28817 27071
1970 29669 33312 30794

Es pot observar que el model amb emigracio s’ajusta millor a la tendeén-
cia observada.

u FACULTAT
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1.1 Models discrets 1 MODELS MATEMATICS
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Figura 2: Comparacié entre dades reals i models de creixement pobla-
cional a Corfu (Exercici |3)).

3.Punt d’equilibri i estabilitat:
L’equilibri ja calculat és:

m —500

N*: p—
l—a 1-—1,156

= 3205,13.

Per estudiar estabilitat considerem la funci iterativa
f(N) =aN + m.

El criteri d’estabilitat és |f'(N*)| < 1, on

f'(N) = W(aN%—m) = a.

Com que a = 1,156 > 1, es té |f'(N*)| = 1,156 > 1.

Interpretacio: el punt d’equilibri existeix algebraicament (N* ~ 3205),
pero és inestable. Aixo significa que la poblacié no s’hi mantindria:
si Ny > N* la poblacié creixeria, i si Ny < N* la poblacié disminuiria
fins a zero.
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1.1 Models discrets 1 MODELS MATEMATICS

Exercici 4 — Poblacié pais europeu (adaptat de [8]): Escriu
un model senzill de naixements i defuncions discret que descrigui la situacio
segiient: Els individus moren amb una taxa d i neixen amb una taxa p.

A 31 de desembre de 2023, el pais tenia una poblacié de 82 037 000 habitants.
L’any 2024 hi va haver 770 748 naixements vius i 846 330 defuncions.

e Troba les taxes d i p.
» Que passara amb la poblacié del pais en el futur segons aquest model?

o Com s’hauria d’alterar el model perque fos més realista?

Solucié (Ex. 4) — El model discret és
Thy1 = (1 + om— 5) Ly

on y és la taxa de natalitat i  la taxa de mortalitat.

Les taxes son

770748
= — = 4
1= Srogrons ~ 0009395 (0.94%).
846 330
= ~ 1031 1 .
52037000 ~ 1010316 (1,03%)

Per tant, p — 0 ~ —0,000921 i
R=14p—-0~0,99908 < 1,

de manera que la poblacié decreix molt lentament (aprox. —0,092% anual).
Per fer el model més realista caldria introduir:

e migracié neta (M}) afegida a ’equacio,

e estructura per edats (model de Leslie),

« taxes variables en el temps (u(t),d0(t)),

« factors socioeconomics i estocastics.

Exercici 5 — Extincid i recuperacié de la poblacié de girafes:
L’any 1980 s’estima que hi havia uns Njgg9 = 155000 exemplars de girafes a
I’Africa. Vint anys més tard (any 2000), la poblacié havia disminuit fins a
N2000 - 80 000
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1.1 Models discrets 1 MODELS MATEMATICS

1.Suposant que aquest ritme de decreixement es manté, calculeu el nombre

esperat de girafes ’any 2020.

2.Gracies a tasques de conservacié, la poblacid el 2020 és de Nygyy =

115000. Suposant que aquest nou ritme de creixement es manté, en

quin any s’arribara als 200 000 exemplars?

3.5i a més s’hi reintrodueixen M girafes cada 20 anys, escriviu el nou

model discret de poblacio.

Solucié (Ex. 5) —

e Ritme d’extincié: rgecine = Naooo/N1ggo =~ 0,516. Poblaci6 esperada el

2020: Ny = Naooo * Taectine = 41 300.

« Ritme de creixement observat: rgowth = Nag2o/Nagoo =~ 1,4375. Per
assolir 200 000: 200 000 = Naggp Témwth = k ~ 1,52. Com que el model
és discret cal arrodonir cap amunt (k = 1 encara dona només 165313
girafes, mentre que £ = 2 ja en dona 237637). Cada pas sén 20 anys

= any 2020 + 2 x 20 = 2060.
e Nou model: Nij1 = rgrowth Nk + M.

Un exemple de codi MATLAB per generar els resultats és el segiient:

o°

GirafesModel.m
% Model d'extincidé i recuperacidé de la poblacidé de girafes

clear; clc;

% Dades

N1980 = 155000;
N2000 = 80000;
N2020_real = 115000;
target = 200000;

% a) Ritme d'extincidé i estimacid per 2020
r_decline = N2000 / N1980;
N2020_pred = N2000 % r_decline;

fprintf ('-—— Extincidé —-—-\n'");
fprintf ('Ritme d''extincid r = %$.3f\n', r_decline);

fprintf ('Poblacid esperada el 2020: %.0f girafes\n\n', N2020_pred);
% b) Nou ritme de creixement i any objectiu

r_growth = N2020_real / N2000;

steps_needed = log(target / N2020_real) / log(r_growth);
steps_needed_ceil = ceil (steps_needed);

FACULTAT
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1.1 Models discrets 1 MODELS MATEMATICS

year_reach = 2020 + 20 x steps_needed_ceil;
fprintf ('-—— Recuperacid —---\n');
fprintf ('Ritme de creixement r = $.3f\n', r_growth);

fprintf ('S''arribara als 200.000 exemplars cap a 1''any %d.\n\n', year_reach);

% c¢) Nou model amb reintroduccid

syms Pk M

Pkl = r_growth » Pk + M;

fprintf ('Model discret: P_{k+1} = $.3f » P_k + M\n', r_growth);

]

Exercici 6 — Poblacié que triplica cada 5 mesos: Una deter-

minada poblacié triplica la seva dimensié cada 5 mesos i inicialment esta
formada per Py = 60 individus.

1.Calculeu quants individus hi haura al cap d’1,25 anys i al cap de 2,5
anys.

2.Determineu quant temps ha de passar perque la poblacio superi 1 milié
d’individus.

Solucié (Ex. 6) —

« Cada 5 mesos la poblacié es multiplica per 3: P, = Fy-3". 1,25 anys =
15 mesos = n = 3: P =60-3% = 1620. 2,5 anys = 30 mesos = n = 6:
P =60 - 3% = 43 740.

«Pera P = 10 10° = 60-3" = n = 202/%)
és discret cal arrodonir cap amunt: amb n
(P =393660), i amb n = 9 ja se supera (P
5 mesos = 9 X 5 = 45 mesos.

8,85. Com que el model
8 encara no s’hi arriba
1180980). Cada pas =

I &

Un exemple de codi MATLAB per generar els resultats és el segiient:

o

PoblacioTriplica.m
Model de creixement exponencial discret (triplica cada 5 mesos)

o

clear; clc;

% Dades

PO = 60; % poblacidé inicial

r = 3; % factor de creixement cada 5 mesos
target = le6; % objectiu

bloc = 5; % mesos per periode

FACULTAT
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1.1 Models discrets 1 MODELS MATEMATICS

% a) Poblacidé a 1.5 anys i 2.5 anys
tl = 18; $ mesos

t2 = 30; % mesos

nl = floor(tl/bloc);

n2 = floor (t2/bloc);

P_tl = PO » r”*nl;

P_t2 = PO » r*n2;

fprintf ('-—- Creixement —--\n');

fprintf ('Poblacidé inicial: %d\n', PO);

fprintf ('Després d''1,5 anys (%.0f mesos): %.0f individus\n', tl, P_t1);
fprintf ('Després de 2,5 anys (%.0f mesos): %.0f individus\n\n', t2, P_t2);

% b) Temps per superar 1 milié
n_target = log(target / P0) / log(r);
mesos_target = ceil(n_target) * bloc;

fprintf ('Es supera 1 milié al cap d''aprox. %d mesos (%.1f anys).\n', mesos_target|, mesos_target/12);

Exercici 7 — Model de Beverton-Holt amb protozous: Con-
siderem una poblacié de protozous (en milions) que segueix el model discret

de Beverton-Holt:
Rxy_4

1+ (R—1)%r
on R > 1 és el factor de creixement i K la capacitat de carrega del medi.
Suposem que R =1,251 K =9,0.

a)Si després d’un periode de reproducci6 la poblacié és de 7 = 6,3 mili-
ons, quina era la poblacié inicial x(?

Tk

b)Determineu tots els punts d’equilibri del model i classifiqueu-los com a
estables o inestables.

¢)A llarg termini, que passara si la poblacié inicial és de 6,3 milions? I si
fos de 11,5 milions?

Solucié (Ex. 7) —

a)A partir de ’equacié

= l%xo
T (R )R
aillem xg: .
. 1
T Ro(R-Dm
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1.1 Models discrets 1 MODELS MATEMATICS

Substituint els valors:

6,3
1,25 — (0,25)

Ty = ~ 5,86 milions.

6,3

9,0

b)Els punts d’equilibri s’obtenen resolent x = H(}?ffl)&, que dona
K

7 =0, a5=K=9,0.

L’estabilitat ve donada per la derivada f'(z) = W:
1
f(0)=R=125> 1= inestable, f/(K)=— =0,8<1= estable.

¢)Si la poblacié inicial és de 6,3 o 11,5 milions, el sistema convergeix cap
a l'equilibri estable z* = 9,0 milions.

Un exemple de codi MATLAB per generar els resultats és el segiient:

% Q2ModelsRestringits_solucio.m
% Resolucid del model de BevertonHolt amb protozous
clear; clc;

% Parametres
1.25;
= 9.0;
x1l = 6.3;

=~ o
Il

% a) Calcul de x0

syms x0

eq = x1 == (Rxx0) / (1 + (R-1)x*x0/K);
sol = double(solve(eq, x0));

x0_val = sol(sol > 0);

fprintf('a) Poblacid inicial: %.3f milions\n', x0_val);

% b) Punts dequilibri i estabilitat
x_eq = [0, KI;

f = Q@(x) (R+#x) ./ (1 + (R-1)x*x/K);
df = @(x) (R ./ (1 + (R-1)*x/K)."2);

fprintf ('\nb) Punts d''equilibri:\n'");
for 1 = 1l:length(x_eq)
deriv = df (x_eq(i));
if abs(deriv) < 1
stab = 'estable';
else
stab = 'inestable';
end

FACULTAT
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1.1 Models discrets 1 MODELS MATEMATICS

fprintf ('xx = $.2f —> £'' (%) = $.3f -> %$s\n', x_eq(i), deriv, stab);
end

% c) Comportament a llarg termini
X = zeros (20,1);
x (1) = x1;
for k = 2:1length (x)
x(k) = £(x(k-1));
end

fprintf ('\nc) Evolucid temporal:\n');

disp(table((0:length(x)-1)', x, 'VariableNames', {'Periode','Poblacio'}));

fprintf ('\nConclusié: el sistema convergeix a %.1f milions.\n', K);

|

Exercici 8 — Comparativa de models de creixement poblacional:

Compara els models de creixement poblacional vistos (exponencial, logistic,
Beverton-Holt i Ricker). Quines sén les seves principals caracteristiques?
Quins son els seus punts forts i febles? En quines situacions es poden apli-
car? Nota: t’encoratjo a que facis els grafics amb Matlab.

Solucié (Ex. 8) — Per comengar, hem vist que els tres models amb restric-
cions (logistic, Beverton-Holt i Ricker), mostrats a la figura segiient, tenen
un comportament similar a ’exponencial per a valors petits de z, pero di-
vergeixen quan x s’aproxima a la capacitat de carrega K.

FACULTAT
DE CIENCIES, TECNOLOGIA

vt 15



1.1 Models discrets 1 MODELS MATEMATICS

* xinicial =2
O xinicial =4

*  xinicial =10
Th
R=1.3
x K =50
XX
K X X x x ¥ B EE
CTTEEEEY
* [e] .
* o]
* (e}
* (s}
* o
* o
* [e]
* [e]
* o
* o
* o
OO
o
x k
Exponencial Logistic
*  xinicial =2
+  xinicale 2 O xinicial =4
O xnical =4 *  xinicial = 10
*  xinical =10 zy
T -
R=1.3
R
x K =50
"‘x K 0 xx *
£ X
oy . X% x
R L - K X ****3365990 ¥ ®
+ L3 o *
R 00?5_5.!! *»* OOO'.
.. o . * (e}
* a o * o .
+ o - * o
' =] * o
+ [=} * o
. oc> . * ©
* ] * [e]
+* 6° 7 0°
a® . o®
- ???‘ -
k k
Beverton-Holt Ricker

Figura 3: Exemples de 'evolucié temporal de cada model discret de creixe-
ment poblacional (per facilitar la visié dels grafics, el grafic exponencial es
veu en format continu).

Si ara ens centrem en les diferencies dels models amb restriccio, i seguint el
material mostrat a les sessions, els quatre models de creixement poblacional
es poden expressar en la forma recursiva:

vy = f(rr1), k21,
on xy és la poblacié en el periode ki f(x) és la funci6é que defineix el model.
Les funcions de creixement poblacional expressades com f(x) sén:

« Model Exponencial:

» Model Logistic:
x
et ]_ _
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e Model Beverton-Holt:

e Model Ricker:

Exponencial Logistic
I T T I
100 ! | or |
B = -10) |
~ 50 | | S~
_ogl| fl@)=Rx(1-%) |
20 R=1,2
0l * K =10
| | T T T | |
0 20 40 60 80 100 0 5 10 15 20
T T
Beverton-Holt Ricker
50 [ T T ] T T I
n f(@) = wer(1-F)
° ®r =05
40 - : 10 o ¢ r=u H
o '... K =10
30 - - ° 2
B B
S~ 20 |- B S~ 5l L N
10f 1) = e | I
R=12
0 K =10 H O e .
| | T T T
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
T T

Figura 4: Comparativa de les funcions f(z) dels quatre models de creixement

poblacional.
Pel que fa al codi matlab, a continuacié es mostra un exemple per comparar

els quatre models de creixement poblacional:
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Script 1: Codi Matlab per comparar els models de creixement poblacional

x = linspace (0, 20, 200);
R=1.2;

K = 10;

r = 0.5;

f_exp = R » x;

f_log =R » x .x (1 - x / K);

f bh =R x x ./ (1 + (R-1) » x / K);

f_rick = x . exp(r = (1 - x / K));

figure;

plot (x, f_exp, 'b', 'LineWidth', 2); hold on;

plot(x, f_log, 'g', 'Linewidth', 2);

plot (x, f_bh, 'orange', 'LineWidth', 2);

plot (x, f_rick, 'm', 'Linewidth', 2);

xlabel ('x");

ylabel ("f(x)");

legend ('Exponencial', 'Logistic', 'Beverton-Holt', 'Ricker');
title('Comparativa de models de creixement poblacional');
grid on;

|

Exercici 9 — Model de Ricker (Salmons del Pacific): El mo-

del de Ricker descriu el creixement discret d’una poblacié segons:
_ Tk
Thy1 = xker(l K),

Aquest model s’ha utilitzat per estudiar les successives generacions de sal-
mons Oncorhynchus nerka als rius del nord del Pacific. Com que el salmé té
un cicle reproductiu de 4 anys, es considera un model discret amb periodes
de 4 anys.

Es disposa de les observacions (en milions d’individus):

xo = 0,325, x7=0,431, x5 =0,529.
1.Determineu els parametres r i K resolent el sistema:

xr = xoer(lf:rg/K)

To = xler(l—zl/K)

2.Representeu graficament la serie temporal i descriviu el comportament
de la poblacio.
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Solucié (Ex. 9) — Resolem el sistema d’equacions:

0,431 = 0,325 e"(1-0,325/K)
0,529 = 0,431 e"(1-0431/K)

Dividim cada equaci6 entre xj i prenem logaritmes naturals:

" 0,431 _T<1_0,325>
0,325 ) K )’

L (0529) _ <1_0,431>
" o0a31) =" K )

ra0,520, K ~0,712.

D’on s’obté:

La poblacié tendeix a un valor estacionari proper a K, que representa la

capacitat de carrega de I’ecosistema.

Model de Ricker - Evolucié temporal
T T T

0.75 | : T

0.7

0.65

0.6

o
o
a

Poblaci6 (milions)
o
o

o
IS
&

I | I 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Periode (anys)

Figura 5: Evolucié de la poblacié de salmons del Pacific se-
gons el model de Ricker. Generat amb el codi matlab de
l’exercici@

Un exemple de codi MATLAB per generar els resultats és el segiient:
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o\

ModelRicker.m
Problema: Model de Ricker (Salmons del Pacific)
Resolucidé del sistema per trobar r i K, i1 calcul de les poblacions futures.

o o o

clear; clc;

% Dades inicials (en milions d'individus)

x0 = 0.325;
x1 = 0.431;
x2 = 0.529;

% Definim el sistema dequacions segons el model de Ricker:
% x_{k+1} = x_k » exp(r » (1 - x_k / K))
egs = @(v) [
x1 - x0 * exp(v(l) * (1 - x0 / v(2)));
%2 — x1 * exp(v(l) » (1 - x1 / v(2)));
1i

% Valors inicials raonables per r i K
v0 = [0.5, 0.7];

% Resolucid numerica del sistema

sol = fsolve(egs, v0, optimoptions('fsolve','Display','off'));
r = sol(l);
K = so0l(2);

% Mostrem els resultats

fprintf ('Parametres trobats:\n');
fprintf('r = $.4f\n', r);
fprintf ('K = %.4f\n\n', K);

o
S
o
S

o

Calcul de les poblacions futures (10 periodes)

n = 10;
x = zeros(l, n);
x(1:3) = [x0, x1, x2];

for k = 3:n-1
x(k+1) = x(k) * exp(r = (1 - x(k) / K));
end

% Mostrem la taula de valors
fprintf ('Evolucié de la poblacié (milions dindividus) :\n');
for k = 0:n-1
fprintf('x_%d = %.4f\n', k, x(k+1));
end

% Representacié grafica

figure;

plot (0:n-1, x, 'o-', 'LineWidth', 1.5);
xlabel ('Periode (anys)');

ylabel ('Poblacidé (milions)'");

title('Model de Ricker - Evolucidé temporal');
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‘grid on; ‘

Versi6 simplificada de la resolucié del sistema d’equacions:

syms r K
% Define the equations as anonymous functions
eqs = [0.431==0.325+exp (r*(1-0.325/K)),
0.529==0.431xexp(r* (1-0.431/K))]
vars = [r K];
[solr, solK] = solve(eqgs, vars)
disp(['Solution for r: ', char(solr)]);
disp(['Solution for K: ', char(solK)]);
|
Exercici 10 — Evolucié de la poblacié de la Xina: (JA,1er20)

Sabent que la poblaci6 de la Xina I'any 1980 era de 985 milions d’habitants
i que el cens de 'any 1990 va mostrar que havia augmentat fins a 1082 mi-
lions, considereu que 'evolucié de la poblacié hagi seguit el mateix ritme de
creixement cada decada fins als nostres dies, i determineu:

a)Quants habitants té la Xina avui (2020).

b)Quin any assoliria una poblacié superior als 2000 milions, considerant
que es van fent censos cada 10 anys, i que el ritme de creixement no
varia tampoc en el futur.

Solucié (Ex. 10) — Anomenem Pjgg9 = 985 (milions) i Piggg = 1082 (mi-
lions). Suposant que el factor de creixement per decada és constant, el factor
de creixement per decada és

Piogs 1082
p— Doso 1082 0 0sar715736.

~ Pigo 985
a) L’any 2020 sé6n quatre decades després de 1980, per tant
1082\4
Pygao = Progor! = 985 <985) ~ 1434,17 milions.

Per tant, segons el model assumit, la poblacié estimada per a 'any 2020 és
1434,17 milions |

b) Cal trobar el primer enter n > 0 tal que Piggor™ > 2000, on cada n
representa una decada. Aixo és equivalent a resoldre

2000
985 - r" > 2000 =— s
" "~ 98p
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Calculant numericament el minim n enter que satisfa la desigualtat s’obté
n = 8. Aixi I'any corresponent és

1980 + 10 - n = 1980 + 10 - 8 = 2060.

Comprovacié: 985 - r8 ~ 2088,16 > 2000. Per tant, amb el ritme de creixe-
ment suposat, la poblacioé superaria els 2000 milions I'any | 2060 |.

Exercici 11 — Model discret d’una poblacié animal: (JA,1er20)
L ’evolucié d'una poblacié animal esta regida pel segiient model matematic

discret:
aTp—1

10 + Tr—1
on xj és el nombre d’individus a 'any k& (en milers) i el parametre a una
constant entera i positiva.

Ty

a)Determineu el valor del parametre a que faci que x = 40 (en milers)
sigui un punt d’equilibri d’aquesta poblacié.

b)Calculeu, a partir del valor calculat a 'apartat anterior, tots els punts
d’equilibri d’aquest model matematic i digueu si sén punts d’equilibri
estable o inestable.

c)Calculeu quina seria ’evolucié d’aquesta poblacié després de tres in-
tervals de temps (z3), en el cas que, inicialment, hi hagués un nombre
d’individus zy = 20 (també en milers).

Solucié (Ex. 11) — Un punt d’equilibri 2* compleix 2* = f(z*), on f(z) =
ax

104+
a) Si z* =40 i és punt d’equilibri, substituim:
a - 40 40a a
= T0ra0 -0 5 - =90

Per tant, el valor enter a que fa que x = 40 sigui punt d’equilibri és [a = 50].
b) Amb a = 50 la funcié és

50
fle) = 10 fx

Els punts d’equilibri sén solucions de = = f(x). Aixo déna

o0x N (1 50 ) 0
xr = €T — =
104+ 104+
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50
Obéz=00bé1l= 0tz aquesta ultima condueix a 10+2x = 50 i per tant
x

x = 40. Aixi els punts d’equilibri sén | =0 i =z = 40] (valors en milers).
Per estudiar I'estabilitat calculem la derivada

, + 50(10+x) — 50z 500
Jle) = (10422 (10+2)*

Avaluant als punts d’equilibri:
500 500

e Per x = 0: f(0) :1—02:@:5. Com 5| > 1, el punt z = 0 és
inestable.
500 500
e Per o = 40: f'(40) = T2 = 2500 = 0,2. Com |0,2| < 1, el punt z = 40

és estable (atractor local).

c¢) Calculem l'evolucié numerica a partir de g = 20 (en milers):

50-20 1000
xr1 = f(xo) = 0120~ 30 33,333333 (milers),
50-33.333333  1666.,66665
_ _ : _ 2%, ~ 38.461538 (mil
2= flo) = 157 33.333333  43.333333 ’ (milers),
5038461538  1923.0769
zy = f(x2) ’ : ~ 39,682540 (milers).

T 10+ 38,461538 - 48,461538

Per tant, després de tres intervals de temps la poblaci6 seria aproximadament
w3 ~ 39,682540 milers |

Exercici 12 — Prescripci6 de medicaments: (JVF, 1er25)Con-
siderem el model en temps discret per a una prescripcié de medicaments:

apy1 = ap — ka, +b=(1—k)a, + 0,

on

an: ¢és la quantitat de medicament en mg al torrent sanguini després de la
n-ena administracio, i les dosis s’administren a intervals regulars;

k: és la fraccié del medicament eliminada del torrent sanguini per interval
de temps, amb 0 < k < 1; i

b: és la quantitat (positiva) de medicament afegida en cada dosi.
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Es demana:
(a)Determineu el punt d’equilibri a* i estudieu la seva estabilitat.

(b)Descriviu el comportament a llarg termini de la concentraci6 sanguinia
a,, en funcié dels parametres k i b.

(c)Si es vol que el medicament sigui efectiu perd no toxic, és a dir que
la seva concentracié estigui en un determinat interval [Gmin, Gmax], cOM
s’hauria de triar la dosi b en funcié de k?

Solucié (Ex. 12) — (a)Punts fixes i estabilitat:
Un punt fix a* satisfa

b
a-=(1-k)a"+b = ka"=b = a*:%.

L’estabilitat es determina a partir de la derivada de la funcié d’actua-
litzacié f(a) = (1 — k)a + b:

f'(a)=1—k.

Com que 0 < k < 1, tenim |f'(a*)| = |1 — k| < 1, de manera que el punt
fix és estable.

(b)Comportament a llarg termini:
A partir d'una quantitat inicial ag, la successié a, convergeix al punt
fix estable a* = b/k.
- Si b augmenta, l'equilibri a* també augmenta.
- Si k augmenta (eliminacié més rapida), a* disminueix.
Per tant, la concentracio sanguinia a llarg termini depén linealment de

la relacié b/k.

(c)Triar b per efectivitat sense toxicitat:
Per assegurar 'efectivitat, cal triar b de manera que a* = b/k sigui
superior a la concentraci6 terapéutica minima.
Per evitar toxicitat, cal assegurar que a* sigui inferior a la concentracié
maxima segura.
Per tant, b ha de complir

katerapéutica S b S k qSesura

min max

i és clar a partir del grafic que quant més gran sigui k (és a dir, més
rapida l'eliminacid), més gran és 'interval segur de la dosi b.
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 — b = Umin k
— b= Amax k
--- Linia vertical en k

Gmax kO T

Qmin kO T

2
02 04 06 08 1

Figura 6: Solucié a l'exercici per a un hipotetic valor de k = kq = 0,6.

Es pot veure com el valor de k afecta el rang segur de dosis b.
|

Exercici 13 — Dinamica de poblacions segons Beverton—Holt:

La mida d’una poblaci6é d’insectes (mesurada en milions) segueix una dina-
mica donada per la corba de reclutament de Beverton—Holt:

B Rz
Tk = 1+(R—1)$k,1
K

amb un factor de creixement R = 1,12 i una limitacié de capacitat K = 7.8
(milions). Es demana:

a)Si la poblaci6 inicial d’insectes és xo = 4 (milions), quina sera la poblaci6
després de dos periodes de reproduccio?

b)Calculeu els punts d’equilibri d’aquest model i estudieu-ne la seva esta-
bilitat.

Solucié (Ex. 13) — Es convenient reescriure la funcié com

(@) Rx R—1

= 1 I CI, oon c¢= T
Per als valors donats, R = 1,12, K = 7,8 i per tant
1,12—1 0,12
‘T8 T8
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a) Calculem zy = f(x0) i z3 = f(x1) amb xy = 4:

1124 4.48

X = —

LT 11 (0,01538461538) - 4 1+ 0,06153846152

448

_ ) ~ 4,220290 (mili
1,06153846152 (milions),
1.12.- 4726725

gy = T S ~ 4,438541 (milions).

1+cr;  1,064928

Per tant, després de dos periodes la poblacié sera aproximadament ‘ 4,438541 milions |.
b) Els punts d’equilibri z* satisfan z* = f(z*). Aixo déna

Rz R
T = — a:(l— )zO.
1+ cx 1+ cx

Obéz=00bé1l=

, que porta a 1 + cx = R i per tant
1+cx

R—1

c

K.

Tr =

Aixi els punts d’equilibri sén ‘x =0izx=K=178 ‘
Per estudiar l'estabilitat calculem la derivada
B

(14 cx)?

f'(x) =

Avaluant als punts d’equilibri:
ePer x = 0: f/(0) = R = 1,12. Com que |f'(0)] > 1, el punt x = 0 és

inestable.
ePerx = K: com cK = R— 1 tenim 1 + cK = R i per tant
R 1 1
"K)= — =~ = R~ 2 1
f(K) RTR 112 0,892857 (< 1),

de manera que x = K = 7,8 és estable.

Exercici 14 — Culti bacterians - creixement i antibiotic: (JA,1er21)
En un laboratori, s’ha observat que un cultiu de bacteris creix un 6% cada
hora i que inicialment esta constituit per 2000 bacteris.

u FACULTAT
DE CIENCIES, TECNOLOGIA

££££££££££££ 26



1.1 Models discrets 1 MODELS MATEMATICS

a)Calculeu el temps que trigara aquesta poblacié en créixer fins a arribar
a cent mil bacteris.

b)En el cas que, a cada hora, s’injecti a la colonia de bacteris una dosi
d’antibiotic que elimina 200 bacteris, calculeu quants bacteris tindra la
colonia al cap de 3 hores.

¢)Determineu el punt d’equilibri d’aquest model matematic que regula
el comportament d’aquesta poblacié quan es tracta amb antibiotic (tal
com s’indica a I'apartat b) i indiqueu si és estable o inestable.

d)A partir del valor trobat per a aquest punt d’equilibri, expliqueu, sense
fer cap calcul addicional, com es modificaria la quantitat de bacteris
de la colonia si inicialment tingués 2000 bacteris. I si inicialment en
tingués 40007

Solucié (Ex. 14) — Denotem per x; el nombre de bacteris (nombre abso-
lut) després de k hores. Sense tractament, el model de creixement horari és
multiplicatiu amb factor 1,06, és a dir

zr = 2000 - 1,06*.

a) Cal trobar k tal que 2000 - 1,06* = 100000. Aixo és

100000 In 50
1,06% = —5) — k= ,
’ 2000 In 1,06
Calcul numeric:
| 1202
I~ n 50 N 3,912023005 ~ 67,14,

T In1,06 " 0,058268908

Per tant, trigaria aproximadament | 67,14 hores| per assolir 100000 bacteris;
si es vol un nombre d’hores enter, serien 68 hores per superar aquesta xifra.

b) Amb antibiotic, el model discret horari s’escriu
T = 1,06 LTk—1 — 200,
amb xy = 2000. Cal calcular x, xs, z3:

1 = 1,06 - 2000 — 200 = 2120 — 200 = 1920,
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To = 1,06 - 1920 — 200 = 2035,2 — 200 = 1835,2,
rg = 1,06 - 1835,2 — 200 = 1945,312 — 200 = 1745,312.

Per tant, al cap de 3 hores la colonia tindra aproximadament | 1745,31 bacteris |.

c) El punt d’equilibri z* satisfa z* = 1,062* — 200. Resolem:

z*(1—-1,06) = -200 = —0,062" =—-200 = z*= = 3333,3.

Aixf 2 = | 1999 ~ 3333,33 | bacteris.

Per estudiar l'estabilitat considerem la funcié afi f(x) = 1,062 — 200. La
derivada constant és f’(z) = 1,06. Un punt fix d'un mapa discret és estable
si |f'(z*)] < 1. Aqui |1,06] > 1, per tant el punt d’equilibri és inestable.

d) Per la forma de la solucié general d’'un model lineal autonom:
z = 1,06% (2o — 2*) + 2*.

Com que 1,06 > 1, la diferéncia x, — 2* = 1,06%(xy — 2*) creix en valor

absolut amb k. Aixo significa que les successives iteracions s’allunyen del
punt d’equilibri.

e Si g = 2000 (menor que z*), aleshores xy — x* < 0 i, multiplicat per

1,06* que creix, fara que x, — 2* — —o0, és a dir la poblacié decreixera

i eventualment s’anira cap a valors molt petits (teoricament negatives si

no s’imposa cap restriccié), representant ’extincié dins del model lineal.

* Si g = 4000 (major que z*), llavors g — x* > 0 i 2, — 400 a mesura
que k creix; la poblacié augmentara sense limit en el marc d’aquest
model.

Aixi doncs, ates que I'equilibri és inestable, valors inicials per sota de z* ten-
deixen a allunyar-se cap avall i per sobre tendeixen a créixer indefinidament,
segons el model simplificat.

Exercici 15 — Model logistic discret: (JA,1er21)Una pobla-
ci6é d’insectes segueix la dinamica donada per la funcié discreta:

T = AZEk_l (1 - kal)

essent A i B dos valors constants que expressen caracteristiques d’aquest
ecosistema.
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a)Calculeu els punts d’equilibri d’aquest model (deixant els resultats en
funcié d’A i B) i estudieu-ne la seva estabilitat.

b)Si A = 1,51 B = 900, argumenteu que li passaria a llarg termini a la
poblacié si, inicialment, hi hagués xy = 150 insectes. I si, inicialment,
hi hagués xy = 500 insectes?

Solucié (Ex. 15) — Busquem punts d’equilibri 2* que satisfacin * = Az*(1—
x*/B). Si x* = 0 és soluci6 evident. Suposem z* # 0 i dividim per z*:

x* 1 ¥

. 1
. _B<1 A)

Per tant, els punts d’equilibri séon z* =01 2* = B(1 —1/A) (si A #0).
Per estudiar l'estabilitat calculem la derivada de f(x) = Az(1 — x/B):

() = A(l - 2;)

Avaluant als punts d’equilibri:

ePer 2 = 0: f/(0) = A. El punt 0 és estable si |A| < 11 inestable si
|A| > 1.
e Per 2* = B(1 — 1/A): substituim

1) =4 30(0-) = (1-(1-1)) = a(-1eF) =z

Aleshores z* és estable quan | — A+2| < 1, és aillant quan |—A+2| > 1.
La desigualtat |2 — A| < 1 es transforma en 1 < A < 3.

d’on

b) Per A= 1,51 B =900 obtenim

= 900(1 _ !
1

Y

) :900(1—§> =900 - 1 = 300.
5

Com que A = 1,5 esta en Uinterval (1,3), 'equilibri positiu z* = 300 és
estable. A llarg termini la soluci6 tendira cap a 300 sempre que la dinamica
es mantingui dins dels valors on s’aplica el model.

Per tant:
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e Si g = 150 (menor que 300), la poblacié augmentara i tendira cap a
300.

* Si zp = 500 (major que 300), la poblacié disminuira i tendira cap a 300.

En ambdos casos la poblacié s’estabilitzara en 1’equilibri positiu x* = 300.

Exercici 16 — Model de Ricker per peixos: (JA,1er21)La mi-
da d’una poblacié de peixos (mesurada en milers) segueix una dinamica do-
nada per la féormula de Ricker:

(%)
r|{1—
T = Tp—1€ K

amb un factor r = 0,05 i una limitacié de capacitat K = 4 (milers).

a)Si la poblacié inicial de peixos d’aquesta comunitat és zo = 7 (milers),
calculeu quina sera la poblacio després de tres periodes de reproduccié.

b)Deduiu que z = K és un punt d’equilibri estable d’aquest model.

Solucié (Ex. 16) — a) Calcularem iterativament:
Tpi1 = Ty €XP (r(l—xn/K)), r=0,05 K=4, o =1T1.
Calculs numerics:
1 = Texp(0,05(1 — 7/4)) = Texp(0,05(1 — 1,75)) = 7 exp(—0,0375) ~ 6,74236,
7 = 1exp(0,05(1 — 1/4)) ~ 6,74236 exp (0,05(1 — 1,685590))
~ 6,74236 exp(—0,034280) ~ 6,51515,
73 = 22exp(0,05(1 — 2/4)) ~ 6,51515 exp (0,05(1 — 1,628788))
~ 6,51515 exp(—0,031439) ~ 6,31351.

Per tant, després de tres periodes la poblacié sera aproximadament ‘ 6,31351 milers |.

b) Un punt d’equilibri * satisfa z* = z*e"1=#"/%) Si 2* # 0 podem dividir
per x* i obtenir

1= 2/K) — r<1—):0 — =K.
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Per tant x = K és un punt d’equilibri positiu (a més z = 0 també és equilibri).
Per estudiar I'estabilitat linealitzem: definim f(z) = ze"~*/%)_ La derivada
és

f(z) = er(l_r/K)(l —r %)

Avaluant a xz = K:
FE)=e D1 -r)=1-1-r)=1—7r=1-0,05=0,95.

Com que |f'(K)| = 0,95 < 1, Pequilibri x = K és estable (attractor local)
per al model de Ricker amb els valors donats.

Exercici 17 — Cas 1a — Els conills a Australia: (JVF)El dia
de Nadal de 1859 va arribar al port de Melbourne un vaixell amb 24 conills
europeus (Oryctolagus cuniculus), un regal per a Thomas Austin, que els va
alliberar a Barwon Park, la seva finca prop de Winchelsea (Victoria, Aus-
tralia), per tenir-ne per cagar. Australia no tenia depredadors naturals del
conill, el clima hi era suau tot I’any i hi havia aliment abundant, de manera
que la poblaci6 es va multiplicar molt rapidament (en només tres anys ja se'n
comptaven milers) [7]. Per fer I'exercici abastable a ma, simplifiquem aquest
creixement suposant un unic factor de creixement anual constant, estimat a
partir de dues dades didactiques: un any després de I’alliberament (1860) hi
hauria uns 60 conills.

Any n (anys) x, (conills)
1859 0 24
1860 1 60

a)Justifiqueu per que aquest fenomen es descriu amb un model z, =
f(z,_1) 1 interpreteu x,, n i xo en aquest cas. Quin model del formulari
s’hi ajusta si no hi ha limitacié de I’habitat?

b)Calculeu el factor de creixement anual R. Calculeu la poblacié I'any
1864 i determineu, amb logaritmes, en quin any hauria superat el milié
de conills.

¢)Si cada any s’hi afegeixen N = 10 conills més (a més del creixement
natural), calculeu el punt d’equilibri del nou model i la seva estabilitat.
Comenteu el signe del resultat.

d)Valoreu la validesa del model exponencial a llarg termini i raoneu com
caldria modificar-lo per tenir en compte una capacitat de carrega K.
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Solucié (Ex. 17) — a) Comprensié del model. La poblacié de conills
en un any concret només depen de la poblacié de I'any anterior (i del factor
de creixement), no de tota la seva historia: aixo és exactament el que ex-
pressa una recurréncia de primer ordre z, = f(x,_1). Aqui, x,, és el nombre
de conills n anys després de l'alliberament, n = 0,1,2,... compta els anys
transcorreguts des de 1859, i zp = 24 és la poblacié inicial alliberada.

Com que, de moment, suposem que ’habitat no limita el creixement (ali-
ment illimitat, sense depredadors), el model adequat és el de creixement
exponencial de Malthus:

z,=Rx,_1.

Encara no podem fer servir un model de creixement restringit (Beverton—
Holt, Ricker o logistic) perque cap d’aquests apareix a ’enunciat: no se’ns
dona cap capacitat de carrega K, i el creixement descrit (cada conilla té
diverses ventrades a l’any) no mostra encara cap indici de frenada.

b) Aplicacié del model. A partir de la taula,

La forma tancada del model és
T, =R'zyg=24-25".

L’any 1864 correspon a n = 5:

T5 =24 -2,5° = 24 - 97,65625 = 2343,75 ~ | 2344 conills |.

Per trobar I’any en queé se supera el milié de conills, imposem z,, > 10°:

In(41666,67) 10,6375

1957 > 1 "> 41 = ~
242,57 > 1,000,000 <= 2,5" > 41666,67 <= n > — 5 0,9163

~ 11,61.

Com que n ha de ser enter, cal n = 12. Comprovem els valors del voltant:
T = 24 - 2,5 ~ 572205, T = 24 - 2,52 ~ 1430 511.

Efectivament z1; < 10% < x5, per tant la poblacié hauria superat el milié
de conills ’any 1859+ 12 = | 1871, si s’hagués mantingut el mateix ritme de
creixement (cosa que, historicament, no va passar exactament aixi perque el
creixement es va anar frenant).

La figura [7| mostra ’evolucié de x,, en escala logaritmica.
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——x, =24-25"
--- 105 conills

109

10°

10%

103

Xy, (conills)

102

1 | | | | |
10 0 2 4 6 8 10 12

n (anys des de 1859)

Figura 7: Creixement exponencial de la poblacié de conills segons el model
de Malthus. La linia vermella marca el llindar del milié d’individus, assolit
an =12 (any 1871).

c) Equilibri i estabilitat (model amb aportacions). Amb N = 10
conills addicionals cada any, el nou model és

r,=Rz,_1+N=25x,_1+ 10.

El punt d’equilibri z, satisfa z. = f(x.):

. =252.4+10 = 2.—252z. =10 = —1952,=10 = z. = 15 = —23
La funcié f(x) = 2,5z + 10 té derivada constant f'(z) = 2,5. Com que
|f'(ze)| = 2,5 > 1, el punt d’equilibri és inestable.

El valor de . surt negatiu, cosa que no té cap sentit biologic (no pot haver-
hi —6,67 conills). Pero, a més, com que Iequilibri és inestable, encara que
existis no s’observaria mai en la practica: per a qualsevol poblacié inicial
diferent de z, (com la nostra, o = 24), la diferéncia z,, — . = R"(xg — x.)
creix en valor absolut amb n, de manera que la poblacié s’allunya cada vegada
més de l'equilibri (en aquest cas, cap a +00, ja que g > ).

d) Validesa i reflexié. El model exponencial pur només és raonable durant
els primers anys, quan la poblacié és petita comparada amb els recursos
disponibles. A llarg termini, no té en compte que:

e I’aliment i 'espai disponibles a Australia sén finits;
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« van apareixer mecanismes de control (la rabbit-proof fence, 'is deliberat
del virus de la mixomatosi als anys 1950, caca i veri);

e la competencia entre individus creix amb la densitat de poblacié.

De fet, cap a la decada de 1920 s’hi comptaven més de 10000 milions de
conills, i avui dia encara n’hi ha uns 200 milions que causen danys agricoles
estimats en 200 milions de dolars anuals [7]. Per aixo, historicament, el
creixement es va anar frenant molt per sota del que prediu el model purament
exponencial.

Per incorporar una capacitat de carrega K (la poblacié maxima que pot
sostenir 'habitat), la formula x,, = Rx,_; hauria de substituir-se per un
model on el factor de creixement efectiu disminueiri a mesura que x,_1
s'acosta a K, en lloc de mantenir-se constant. Es exactament el que fan
els models de creixement restringit del formulari (Beverton—Holt, Ricker,
logistic). W

Exercici 18 — Cas 1b — El picnic dels entrepans: (JVF)Cap
a 1960, en una petita ciutat del Midwest dels Estats Units, uns 1700 veins
es van aplegar en un picnic anual. Set hores abans que comencés ’'apat, un
camié carregat d’entrepans de pernil va quedar aparcat al descampat, sense
refrigeracio i exposat de ple sol, amb una temperatura ambient propera als 38
graus Celsius. Els entrepans havien quedat lleugerament contaminats amb
Staphylococcus aureus durant la seva preparacié, un bacteri que es multipli-
ca extraordinariament rapid en aquestes condicions. L’epidemia d’intoxicacid
alimentaria resultant, documentada per Brink i Van Metter (1960) i recollida
a la revisié de Hennekinne et al. [2], va afectar unes 1100 persones.
Considerem el moment en qué el camié es va aparcar com t = 0 min, amb
una contaminaci6 inicial estimada de 100 bacteris per gram; mitja hora més
tard, una mostra n’hauria detectat uns 200 bacteris per gram. Es considera
que un aliment esdevé perillos quan supera els 100000 bacteris per gram.

t (min) n (periodes de 30 min) =z, (bacteris/g)
0 0 100
30 1 200

a)Justifiqueu el model z,, = f(z,_1) per a aquest cas i interpreteu x,, n
i Zo-

b)Calculeu el factor de creixement R cada 30 minuts. Calculeu la conta-
minacié 3 hores després de t = 0 i determineu, amb logaritmes, al cap
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de quant de temps 'aliment esdevindria perillos.

¢)En una variant hipotetica, si cada 30 minuts s’hi apliqués gel que elimi-
nés M = 50 bacteris/g a més del creixement natural, calculeu el punt
d’equilibri del nou model i la seva estabilitat.

d)Valoreu la validesa del model exponencial per descriure el creixement
bacteria real i raoneu com caldria modificar-lo per tenir en compte una
capacitat maxima K.

Solucié (Ex. 18) — a) Comprensié del model. La contaminacié bac-
teriana en un periode de 30 minuts concret només depen de la contaminacio
del periode anterior (i del factor de creixement): és una recurréncia de primer
ordre x,, = f(z,_1). Aqui, x, és el nombre de bacteris per gram n periodes de
30 minuts després que el camié es va aparcar; n = 0,1, 2, ... compta aquests
periodes (aixi, n = 1 correspon a 30 minuts reals, n = 2 a 60 minuts, etc.); i
xo = 100 és la contaminaci6 inicial en el moment d’aparcar el camio.

Com que, de moment, suposem nutrients illlimitats (el pernil i el pa encara
no s’han vist afectats per la manca de nutrients ni per la competéncia entre
bacteris), el model adequat és el de creixement exponencial de Malthus,
T, = Rx,_1. Encara no podem fer servir un model de creixement restringit
perque no tenim cap dada sobre la capacitat maxima K que pot sostenir
I’entrepa.

b) Aplicacié del model. A partir de la taula,

z1 200
R=22=""_2
2o 100

Aquest valor és, de fet, coherent amb la biologia real de S. aureus: en con-
dicions favorables de temperatura, el seu temps de duplicacié sol estar entre
20 i 30 minuts. La forma tancada del model és

r, = R"xy =100-2".

Tres hores son 180 minuts, és a dir n = 6 periodes de 30 minuts:

x6 = 100 - 2° = 100 - 64 = {6400 bacteris/g |

Per trobar quan I’aliment esdevé perills, imposem x,, > 100 000:

In1000  6,9078

00 > 100000 <= > 1000 <= n > L2 0,6931

~ 9,97.
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Com que n ha de ser enter, cal n = 10. Comprovem:
zg = 100 - 2° = 51200 < 100 000, 210 = 100 - 2% = 102400 > 100 000.

Per tant, I'aliment esdevé perillos a partir del periode n = 10, és a dir,
10 x 30 = \300 minuts = 5 hores‘ després d’aparcar el camié. Com que el
camié va estar aparcat 7 hores abans de comencar ’apat, el model prediu
que, en el moment de servir-se, els entrepans ja portaven 2 hores senceres
per sobre del llindar de perill — una explicacié versemblant del gran
nombre de persones afectades que documenten Brink i Van Metter.

La figura [§] mostra ’evoluci6é de x,, en escala logaritmica, amb el llindar de
perill marcat en vermell.

I I : :
105 F{—em  2p=100-2"  |rreeemmmmmeeeee s }

— " |--- 10° bacteris/g (llindar) .
-% 10 ? ’g
B L -
B I ]
= 103 s ]
< F ]
102 ' |

= | | | | | | | | | 3

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n (periodes de 30 min des de ¢ = 0)

Figura 8: Creixement exponencial de la contaminacié bacteriana. El llindar
de perill (10° bacteris/g) s’assoleix a n = 10 (300 minuts).

c) Equilibri i estabilitat (variant hipotética). Amb M = 50 bacteris/g
eliminats cada 30 minuts, el nou model és

r, =Rz, 1 —M=2x,_1— 50.

El punt d’equilibri x, satisfa x. = f(z.):

Te =2x,—50 = x.,—2x, = —-50 = —z. = —50 = =z, =50 bacteris/g|

La funcié f(z) = 2z — 50 té derivada constant f'(z) = 2. Com que |f'(z.)| =
2 > 1, el punt d’equilibri és inestable.

u FACULTAT
DE CIENCIES, TECNOLOGIA

IENGINYERIES 36



1.1 Models discrets 1 MODELS MATEMATICS

A diferencia del cas dels conills, aqui z. = 50 si que té sentit biologic (és
un valor positiu, d'un ordre de magnitud raonable). Pero, igualment, com que
I'equilibri és inestable i zq = 100 > z, la diferéncia z,, — x, = 2" (xy — z¢) =
50 - 2™ creix sense limit: per molt que s’apliqués gel cada 30 minuts, la
contaminaci6é continuaria disparant-se, només una mica més lentament que
sense cap intervencié. Aquest resultat ill'lustra un principi general important:
en un model z, = Rx,_1 + N amb R > 1, cap correccié additiva constant
N pot, per si sola, estabilitzar el creixement — calen mecanismes de control
que depenguin de z,,_; mateix (com als models de creixement restringit).

d) Validesa i reflexié. El model exponencial pur descriu bé només la
primera fase del creixement bacteria real, coneguda en microbiologia com a
fase exponencial (o fase log). En un cultiu real, aquesta fase és seguida per
una fase estacionaria, quan els nutrients s’esgoten i s’acumulen productes
metabolics de rebuig, i finalment per una fase de mort. El nostre model,
doncs, només és fiable durant les primeres hores.

Per incorporar una capacitat maxima K (la quantitat de nutrients disponibles
a l'entrepa), la férmula x,, = R x,_; hauria de substituir-se per un model on
el factor de creixement efectiu disminueizri a mesura que x,_; s’acosta a K,
en lloc de mantenir-se constant a R = 2. Es exactament el que fan els models
de creixement restringit del formulari (Beverton—Holt, Ricker, logistic). H

Exercici 19 — Cas 2a — Model logistic discret: (JVF)Una
poblacié d’insectes amb una generacié per temporada es reprodueix i la gene-
raci6 segiient passa per una fase larvaria on comparteix un recurs limitat: si
hi ha poques larves la competéncia és feble, si n’hi ha moltes la supervivencia
disminueix. Aquest és el tipus de situacié que motiva els models discrets de
generacions separades estudiats per Robert M. May [4], que amb una regla
de reproduccié molt senzilla mostra equilibris, oscillacions i dinamiques més
complexes. Es un exemple teodric, no un ajust experimental a una espécie
concreta.

R—-1
xn+1:f(xn):xn(R— Ve xn), R=25 K =100, x=20.

T, és el nombre esperat d’adults de la generacié n; R és el factor de multi-
plicacié a densitat baixa i K el nivell d’equilibri positiu associat als recursos
(no un sostre infranquejable).

a)Justifiqueu per que aquest model és discret, unidimensional i no lineal,
i calculeu 1, x2, 3. Compareu-ho amb la prediccié exponencial R3x.
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b)Resoleu f(z.) = x., calculeu f'(0) i f'(K) i classifiqueu-ne I'estabilitat.

c¢)Descriviu la parabola y = f(x) i la diagonal y = x: vertex, zeros i els
primers punts de la teranyina des de zy = 20.

d)Determineu per a quins z > 0 es compleix f(z) > 0 i comenteu que
implica un resultat negatiu com f(180).

e)Si R puja a 3,2 mantenint K = 100, canvia Iequilibri positiu? Es
estable? Quines limitacions té el model?

Solucié (Ex. 19) — a) Comprensié i trajectoria. El temps avanca per
generacions, només hi ha una variable d’estat i la funcié és quadratica. El
factor per individu és R — (R — 1)z/K, que disminueix amb la densitat,
mentre que a Malthus és constant. R = 2,5 no és una taxa percentual siné
un factor de multiplicacié a densitat baixa.

= 20(2,5—0,015-20) = 44, x5 =280,96, x3 = 104,082176.

L’exponencial donaria 2,5% - 20 = 312,5: la competéncia redueix molt la
prediccid, i el tercer pas ja supera K, que és un equilibri, no un sostre.

b) Equilibris i estabilitat. * = f(z) equivala (R—1)z(1—z/K) = 0. Com
que R > 1, els equilibris sén (absencia de poblacid) i|z, = K = 100

(reemplagament). Si es comenga exactament en un equilibri, s’hi roman,
encara que sigui inestable.

2(R —1)
K

Com que [f'(0)| = 2,5 > 1, 2. = 0 és inestable; com que |f/(100)| = 0,5 < 1,
x. = K éslocalment estable. Prop de K, una petita desviacié es multiplica
aproximadament per —0,5: canvia de signe i disminueix de modul, és a dir,
s’hi acosta amb alternanca amortida.

f(x)=R - z,  f(0)=25, f(100)=—0,5.

c) Grafic. La parabola talla la diagonal a x = 0 1 z = 100. El vertex és
axr = RK/[2(R—1)] = 83,3333, amb f(z) = 104,1667; els zeros de f sén
01 166,6667. La teranyina des de xy = 20 passa pels punts (20, 0), (20, 44),
(44,44), (44,80,96) i (80,96, 80,96), aproximant-se a K per sota.

d) Validesa. Perax > 0, f(z) > 0siinoméssiz < RK/(R—1) = 166,6667.
Amb aquests parametres la imatge d’aquest interval hi queda dins. En canvi,
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f(180) = —36: la prediccié deixa de tenir sentit com a abundancia, i truncar-
la a zero ja canviaria el model.

e) Canvi de reproduccié i limitacions. Amb R = 3,2, I'equilibri continua
sent K = 100, pero f'(K) = —1,2, de manera que ara és inestable. Millorar
la reproduccié no incrementa K i pot desestabilitzar-lo: les simulacions des de
xo = 99 s’acosten a un cicle de periode 2 (aproximadament 74,62 i 116,29),
que no s’ha de confondre amb caos. El model omet I'ambient variable i
I’estructura per edats. H

Exercici 20 — Cas 2b — Model de Ricker: (JVF)En una po-
blacié de salmons del Pacific, el nombre d’adults reproductors i el nombre de
descendents que tornaran com a adults no sén la mateixa quantitat: entre
ambdods moments hi ha posta, desenvolupament juvenil i supervivencia fins
al retorn. William E. Ricker va estudiar aquesta qiiestio a Stock and Recruit-
ment (1954) [6]: la corba que porta el seu nom permet que el nombre total
de reclutes augmenti amb ’estoc quan aquest és petit, pero disminueixi quan
la densitat és prou elevada (sobrecompensaci6).

Tni1 = flxy) = zpe" /K, r=15 K =100, x9=20, R=¢".

T, és el nombre esperat d’adults reproductors, en milers, de la generacié n
(un pas és una generacié completa, no un any); K és el nivell d’equilibri
positiu, no un maxim obligatori.
a)Calculeu R = €' i z1, 29, z3. Compareu z3 amb R3zy i amb f(100),
f£(200): duplicar els reproductors duplica el retorn?
b)Trobeu tots els equilibris resolent f(x.) = ..
¢)Classifiqueu-ne U'estabilitat amb f/(z) = e"0=2/%)(1—rz/K) i localitzeu
el maxim de f.
d)Justifiqueu que f(z) > 0 per a tot x > 0 i compareu f(x)/xz amb 1 per
sota i per sobre de K.

e)Per a r = 2,2, determineu l'estabilitat de K i traieu-ne una conclusi6
biologica per a la gesti6é pesquera.

Solucié (Ex. 20) — a) Comprensié i trajectoria. L’estat es mesura en
milers d’adults reproductors i el pas és una generacié completa. R = e!® ~
4,4816809.

1 = 66,402338, 9 = 109,913885, x5 = 94,726038, R*z¢ = 1800,342626.
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La trajectoria supera K i després presenta oscillacions amortides. A més,
f(100) = 100 perd f(200) = 200e™ 5 ~ 44 6260: duplicar els reproductors
redueix el total de retorns en aquest exemple, perque el factor per individu
passa d'1 a e” 1% ~ (,22313.

b) Equilibris. z. = 0 és sempre solucié. Per a z. > 0, dividim per z,
i prenem logaritmes: 1 = " =#</K) implica r(1 — z./K) = 0, és a dir

|z = K = 100]

c) Estabilitat i maxim.

f(z) = er(l‘r/K)<1 - ;?), f0)y=e¢>1, f(K)=1-—r=-05.
r. = 0 és inestable i . = K és localment atractor, amb alternanca
local de les desviacions (el signe negatiu de f'(K)). Sir = 2,2, f(K) =
1 —22 = —1,2 i l'equilibri esdevé inestable: les simulacions mostren una
oscillacié de periode 2, no una prova de caos. Com que l'exponencial és
sempre positiu, f(x) = 0 quan x = K/r; a r = 1,5 aix0 dona = = 66,6667,
amb f(K/r) = (K/r)e"™! ~ 109,9148: és el maxim nombre de descendents
en un pas, no el punt on reproductors i descendents coincideixen. La corba
talla la diagonal a 0 i K i tendeix a zero quan z — oo.

d) Positivitat i creixement. Pera x > 0, f(x) > 0 sempre, pero f(z)/z =
er1=2/K) 45 superior a 1 si < K i inferior a 1 si z > K (per exemple,
f(300) = 300e3 ~ 14,9361). La positivitat no implica, doncs, ni creixement
ni estabilitat.

e) Conclusié. Una densitat excessiva de reproductors pot reduir tant el
rendiment per individu com el total de reclutes (sobrecompensacié): l'afir-
macio nsi dupliquem els reproductors, com a minim duplicarem els adults
de la generaci6 segilientz ¢és, doncs, falsa en aquest model. La recurrencia és
util per explorar aquesta hipotesi, perd no justifica per si sola una quota de
pesca real: omet captures, edats, ambient i migracions. W

Exercici 21 — Cas 2c — Model de Beverton—Holt: (JVF)
La pesca no extreu només individus d’una poblacié: també modifica quants
adults queden per reproduir-se. Produir molts ous no assegura que tots ar-
ribin a adults; I'aliment i I’espai disponibles durant la fase juvenil en poden
limitar la supervivencia. Raymond J. H. Beverton i Sidney J. Holt van con-
vertir 'estudi quantitatiu de les poblacions explotades en una obra classica,
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1.1 Models discrets 1 MODELS MATEMATICS

On the Dynamics of Exploited Fish Populations (1957) [1], amb pesqueries
del mar del Nord com a context. La relacié que porta el seu nom descriu
una resposta saturant: més reproductors produeixen més reclutes, pero I'in-
crement és cada vegada menor.

B Rz,

1+ (R—-1a,/K’
x, és 'abundancia esperada de reproductors, en milers, de la generacié n; R
és el factor de multiplicacié a densitat baixa i K el nivell d’equilibri positiu.

a)Calculeu z1, T9, T3 i compareu-ho amb R*zy. Calculeu f(100) i f(200):
hi ha sobrecompensacié com en el cas de Ricker?

b)Resoleu f(z.) = z. i classifiqueu-ne lestabilitat amb f'(x) = R/[1 +
(R—1)z/K)?.

c¢)Descriviu la forma de y = f(x), el seu comportament asimptotic quan
xr — o0 i els primers punts de la teranyina des de xy = 20.

Tn1 = [(zn) R=2 K =100, zy=20.

d)Partint de zy = 200 > K, mostreu que la trajectoria decreix i convergeix
cap a K sense oscilular.

e)Si R puja a 4 mantenint K = 100, canvia I’equilibri o la seva estabilitat?
Quina limitaci6 real del model hi veieu?

Solucié (Ex. 21) — a) Comprensié i trajectoria. Es modelitza el nom-
bre esperat de reproductors en milers, per generacions idealitzades (els ous
no equivalen a reclutes: cal sobreviure a les fases segiients).

40
1.2

La trajectoria creix cap a K = 100 des de sota. A més, f(100) = 100 i
f£(200) = 133,3333: el total augmenta amb els reproductors, pero el fac-
tor per individu disminueix d’l a 2/3. A diferencia de Ricker, no hi ha
sobrecompensacio: el total de reclutes mai disminueix en augmentar els
reproductors.

= 33,3333, x2 =250, x3=66,6667; Rxq = 160.

X1

b) Equilibris i estabilitat. El denominador és positiu per a x > 0. Multi-
plicant z = f(z) pel denominador s’obté (R — 1)z(z/K — 1) = 0, de manera
ve=0]i|z. = K =100

R 1
1+ (R—-1)z/K]? '
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z. = 0 és inestable i z. = K éslocalment atractor; com que f'(K) > 0, el
retorn cap a K és monoton, sense alternancga (a diferencia del logistic i de
Ricker). Per a qualsevol R > 1, es té 1/R € (0,1), de manera que augmentar
R mai desestabilitza aquest equilibri.

c) Grafic i saturacié. La funci6 és creixent i es corba cap avall, tallant la
diagonal a 0 i K, amb asimptota horitzontal

RK
li = —— =200
Jim f(z) = 5— :
que no coincideix amb K: és un limit del reclutament en un sol pas, no
I'equilibri poblacional. La teranyina des de xy = 20 comenca amb (20, 0),

(20, 33,3333), (33,3333, 33,3333), (33,3333, 50) i (50, 50).

d) Poblacié inicial gran. Des de xq = 200: x; = 133,3333, 25 = 114,2857.

Per a z > K, el denominador és més gran que R, i per tant f(z) < z; a més,
r— K

1@ =K==k~

0,

de manera que la trajectoria decreix, roman per sobre de K i hi convergeix.
Per a 0 < x < K el mateix argument dona x < f(z) < K: en tots dos casos
el retorn és monoton, sense oscillacions.

e) Canvi de parametre i limitacions. Amb R = 4, K continua sent 100 i
f/(K) = 1/4: lequilibri es manté estable i la convergencia és més rapida (des
de z¢ = 20, el primer pas amb error relatiu inferior a 1’1 % passa de n = 9,
amb R =2, an =>5, amb R =4). Una aportacié inicial molt gran no causa,
doncs, creixement indefinit: la trajectoria sempre torna cap a K, i augmentar
la reproduccié només n’accelera ’aproximacié, sense generar alternanca. El
model omet, pero, captures, edats i migracions reals de la pesqueria.

1.1.2 Models multidimensionals

Exercici 22 — Poblacié d’isards (Leslie): (JA,1er20)Una po-
blacié d’isards femella d’un parc natural, en la qual es poden considerar se-
paradament dos grups d’edat (joves i adultes), evoluciona amb el temps a
partir de la matriu de Leslie:

0 1

0,6 0,8
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a)Calculeu quin seria el factor de creixement d’aquesta poblaci6 a llarg
termini.

b)Per tal de mantenir estable el nombre d’isards del parc natural, des-
prés de molts anys, i quan la poblacié d’isards femella ja ha arribat a
500 exemplars, s’habiliten uns dies per a cagar un nombre N d’indivi-
dus femella que ho facin possible. Determineu el valor exacte d’aquest
nombre N per a aconseguir aquest objectiu.

0 1
Solucié (Ex. 22) — Denotem la matriu de Leslie per L = (0 6 0 8) .

a) El factor de creixement a llarg termini és el valor propi dominant (major
en modul) de L. Calculem els valors propis resolent det(L — A\I) = 0:

-\ 1
e (o,a 08— A) (=A)(0,8 = \) — 0,6
= —08\+ X —0,6=X—0,8\—0,6=0.

Resolem la quadratica A\ — 0,8\ — 0,6 = 0. Les solucions sén

~ 08+£10,8+4-06 08+064+24 08+,/304
B N 2 a 2 '

A
2

Per tant el valor propi dominant és

\ 0,8++/3,04 0,8+ 1,743560
d = ~
2

~ 1,271780.
2 )

Aixi el factor de creixement a llarg termini és ‘ Ag ~ 1,27178 ‘

b) Després de molts anys, la poblaci6 tindra la distribucié d’edats proporci-
onal al vector propi corresponent a \; i el total de femelles sera 500. Sense
cacar, d'una generacié a l’altra la poblacié esperada total seria \; - 500. Per
mantenir el nombre constant en 500 cal retirar (cagar) la diferéncia esperada
entre la poblaci6 futura i la poblacié actual, és a dir

N = (Mg — 1) - 500.
Substituint el valor de A4 trobat,

N ~ (1,271780 — 1) - 500 ~ 0,271780 - 500 ~ 135,89.
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Per tant, cal cagar aproximadament | N ~ 135,89 | femelles per periode per
mantenir exactament la poblacié en 500. Si es vol el nombre exacte en termes
radicals, és

\/3.04 —1.24+ /3,04
N:<O’8+23’0_1>.500:<’23’0>.500_

Exercici 23 — Poblacié de rosegadors (Leslie): (JA,1er20)
Una poblacié de rosegadors, la vida mitjana dels quals és de 6 mesos, es pot
considerar dividida en tres classes d’edat: de 0 a 2 mesos, de 2 a 4 mesos, i
de més de 4 mesos. Se sap que el 17 % de les femelles de la primera classe
sobreviuen fins a I'edat segtient, que el 24% de les de la 2a classe sobreviuen
fins a la 3a, i que el 0,05% de les de la 3a classe sobreviuen fins després dels 6
mesos de vida. D’altra banda, es coneix que les femelles de la primera classe
no son fertils, i que les de la segona i tercera classes tenen una mitjana de 6
i 3 cries femella, respectivament.

a)Escriviu la matriu de Leslie corresponent a aquest sistema.

b)Determineu I'evolucié d’aquesta poblacié al cap de 2 mesos i al cap de
4 mesos, si la poblacié inicial de femelles d'un ecosistema concret fos
només de 100 individus de la segona classe.

¢)Si en un instant concret, la poblacié de rosegadors femella d’aquest
ecosistema fos de 900 individus de la la classe, 34 de la 2a i 29 de la 3a,
calculeu quina quantitat n’hi hauria de cada classe, dos mesos abans.

d)Determineu, a llarg termini, el factor de creixement de la poblaci6 fe-
mella d’aquests rosegadors i la proporcié de femelles de cada classe, si
se sap que el valor propi dominant de la matriu de Leslie és Ay = 1,07 i
que el seu vector propi associat és:

0,99
0,16
0,04

Solucié (Ex. 23) — a) Construim la matriu de Leslie L. La primera fila
sén les fecunditats (f1, fo, f3). Segons 'enunciat f; =0, fo =61 f3 = 3. Les
subdiagonals sén les probabilitats de supervivencia entre classes: s; = 0,17 i
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s9 = 0,24. La supervivencia de la tercera classe cap a una quarta classe no
s’inclou en la matriu 3x3 (és practicament nulila per a la dinamica interior).

Aixi

0 6 3
L={(017 0 O0].
0 024 0
b) Si la poblacié inicial és 2o = (0, 100, 0)7 (només 100 individus de la

segona classe), aleshores

0 6 3 0 600
ry=Lro= (017 0 0| |100[=1] 0
0 024 0 0 24

Aixod significa que al cap de 2 mesos la poblacié serd x; = (600, 0, 24)7
(valors en nombre d’individus, milions no esmentats aqui).
Al cap de 4 mesos xo = Lxq:

0 6 3\ /600 6-0+3-24 0472 72
ro=Lxr;1=10,17 0 O 0 [=1] 017-600 [=1] 102 | =102
0 024 0 24 0,24-0 0 0

Per tant, al cap de 4 mesos la poblacié serd x, = (72, 102, 0)7.

c) Volem trobar el vector dos mesos abans: si la poblacié actual és z =
(900, 34, 29)T i sabem que z = Lx_y, llavors z_; = L~'z, suposant que L
sigui invertible sobre I'espai considerat. Calculem la inversa de L i multipli-
quem.

Procediment i calcul explicit: La matriu L és triangular inferior si reorde-
nem, pero per fer-ho directe calculem x_; resolent el sistema lineal Lz_; = z.
Escrivint les equacions:

O-y1 +6y2 +3y3 = 900,

0,17y, = 34,
0,24ys = 29,
. y 34
ony = (y1,%,y3)" = x_1. De la segona equacié y; = 017 = 200. De la

tercera y, = ~ 120,833333. Substituint a la primera:

0,24
6-120,833333 + 3y; = 900 =  724,999998 + 3y; = 900,
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doncs 3y3 &~ 175,000002 i per tant y3 ~ 58,333334. Aixi el vector dos mesos
abans era aproximadament

r_1 =~ (200, 120,833333, 58,333334)".

d) Ens diuen que el valor propi dominant de L és Ay = 1,07 i el vector propi
associat (no normalitzat) és v = (0,99, 0,16, 0,04)T. El factor de creixement
a llarg termini és per tant .

La proporcio de femelles de cada classe a 'estat estacionari s’obté normalit-
zant, el vector propi perque la suma de components sigui 1. Calculem

suma = 0,99 + 0,16 + 0,04 = 1,19.

Per tant les proporcions sén

(0,99 0,16 0,04

~ 1932 1344 134).
119’ 1.19° 1719> (0,8319328, 0,1344538, 0,0336134)

Aixi, a llarg termini la poblacié creix segons un factor Ay = 1,07 per periode i

la proporcié de femelles de cada classe és aproximadament | (0,8319, 0,1345, 0,0336) |.

Exercici 24 — Experiéncia de tria de camins per ratolins:

En un experiment de laboratori a gran escala s’estudia la conducta d’una es-
pecie de ratolins. A un grup de 160 individus que estan en una habitacio,
se’ls obliga a desplagar-se oferint-los la possibilitat de circular per dos camins
diferents A o B, al final dels quals tornaran a arribar al punt inicial. En el
recorregut pel cami A, s’hi trobaran menjar. Pero en el recorregut pel cami
B, a més de trobar-hi menjar, se’ls comunica també una petita descarrega
electrica desagradable. Es pot comprovar que, a I'’endema de realitzar aquest
experiment, quan se’ls obliga a triar novament, el 90% dels ratolins que ha-
vien escollit el cami A, repeteixen la mateixa eleccid, mentre que només el
70% dels que havien escollit el cami B, repeteixen aquest cami B.

a)Expresseu, a partir de la matriu 2x2 caracteristica d’aquest experiment,
la formula per a calcular el nombre de ratolins que escolliran circular per
cada cami A o B, i utilitzeu-la per a calcular quants ratolins passaran
per A i quants passaran per B, el segon dia, si se sap que en el primer
dia de 'experiment 80 ratolins van escollir el cami A i els altres 80 van
escollir el cami B.
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b)Calculeu, a llarg termini, com s’estabilitzaria el nombre de ratolins que
passarien per cada cami, a partir del calcul del valor propi dominant de
la matriu caracteristica d’aquest sistema i del seu corresponent vector

propi.
Solucié (Ex. 24) — Denotem per ay, i by, el nombre de ratolins que escullen
els camins A i B respectivament el dia k. Tenim el vector d’estat z, = (Zk>
k

La matriu de transicié M ve donada per les probabilitats condicionals:
ag+1 = 0,9 a3 + 0,3 by, br+1 = 0,1 ay, + 0,7 by,

per tant
0,9 0,3
- \0,1 0,7

a) Si 2y = (80,80)7, el segon dia (k = 1) tindrem
0,9 0,3\ /80 0,9-80+0,3-80 96
0,1 0,7/ \80 0,1-80-+0,7-80 64
Per tant, el segon dia passaran per A ratolins i per B ratolins.

b) A llarg termini busquem el vector propi estacionari v associat al valor propi
dominant \. Com que M és una matriu de transicié estocastica, per columnes
suma 1. Observem que cada columna suma 0,94 0,1 =110,3+40,7 =1, per
tant A = 1 és un valor propi (hi ha una distribucié estacionaria). Cerquem v
amb Mv = v. Escrivim les equacions:

) ; Tpy1 = Mxy,.

0,91]1 + 0,31)2 = 1, 0,11)1 + 0,71}2 = V9.

De la primera s’obté 0,1v; = 0,3vy = v; = 3vy. Per tant la proporcié vy : vy és
3: 1. Com que el nombre total de ratolins és 160, la distribuci6 estacionaria
és

(a,b) = (120, 40).
A llarg termini, la majoria dels ratolins (120) preferiran el cami A i 40 el
cami B. &
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Exercici 25 — Leslie 3 classes: (JA,1er21)Una poblaci6 ani-
mal es pot considerar estructurada en tres classes: els alevins (des que neixen
fins que compleixen una any de vida), els joves (des d’un any fins a dos) i
els adults (de 2 a 3 anys de vida). Se sap que el 50 % de les femelles de la
primera classe sobreviuen fins a 'edat segiient, que el 25% de les de la 2a
classe sobreviuen fins a la 3a, i que no hi ha individus que superin els 3 anys
de vida. D’altra banda, es coneix que les femelles de la primera classe no son
fertils, i que les de la segona i tercera classes tenen una mitjana de 4 i 3 cries
femella per any, respectivament.

a)Escriviu la matriu de Leslie corresponent a aquest sistema.

b)Determineu l’evolucié d’aquesta poblaci6 al cap de 2 anys, si la poblacié
inicial de femelles d'un ecosistema concret fos de 20 alevins, 40 joves i
30 adults.

¢)Determineu, a llarg termini, la proporcié de femelles de cada classe, si
se sap que el factor de creixement d’aquesta poblaci, també a llarg
termini, és R = 1,5.

Solucié (Ex. 25) — a) La matriu de Leslie L té la forma
i fo fs
L= S1 0 0 s
0 S9 0

on f; son les fecunditats i s; les probabilitats de supervivencia entre classes.
Segons I'enunciat:

f1 = 0, f2 = 4, f3 = 3, S1 = 0,5, SS9 = 0,25

Per tant,
0 4 3
L=105 0 0
0 0,25 0

b) Sigui ¢ = (20,40,30)T. Al cap d’'un any z; = L i al cap de dos anys
9 = Lz = L?xy. Calculem:

0 4 3\ /20 4-40+3-30 160 + 90 250
=05 0 0f]40] = 0,5-20 = 10 =1 10
0 025 0/ \30 0,25 - 40 10 10
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Ara
0 4 3\ /250 4-1043-10 40 + 30 70
xo=Lr;=1[05 0 0 10 | = 0,5 - 250 = 125 =|125
0 025 0/ \10 0,25 - 10 25 2.5

Aixi, al cap de 2 anys la poblacié sera z, = (70, 125, 2,5)T.
c) Ens donen el factor de creixement dominant R = 1,5. Busquem un vector
propi positiu v = (vy, ve, v3) tal que Lv = Rv. Aixd déna les equacions:
4U2 + 3U3 = 1,5@1,
0,51)1 = 1,51)2,
0,25v9 = 1,5v3.
De la segona equacioé v; = 3vy. De la tercera vy = 6v3. Per tant v; = 18vs.
Per tant un vector propi és proporcional a (18,6, 1).

Normalitzant perque la suma sigui 1, la suma de components és 18+6+4+1 =
25. Aixi les proporcions a llarg termini son

(18 6 1
257 257 25

) ~ (0,72, 0,24, 0,04).

Aix0 indica que, en régim estacionari, el 72% de les femelles seran alevins, el
24% seran joves i el 4% seran adults. B

Exercici 26 — Desplacament de lemurs entre tres boscos: (JVF,1er25)
Considerem una poblacié de lemurs distribuida en tres boscos diferents. Cada

setmana, els lemurs es poden moure d’un bosc a un altre segons probabilitats

concretes. Sigui:

e 7;(t) el nombre de lemurs al bosc 7 en la setmana ¢.

« p;; la probabilitat que un léemur del bosc j es trobi al bosc 7 la setmana
segiient.

Si assumim que els lemurs no es reprodueixen en el periode estudiat i que
tampoc n’hi ha que morin, la matriu de transicié P es pot escriure com:

0,7 0,2 0,1
P=1(02 07 02
0,1 0,1 0,7

Es demana:
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a)Escriviu el model en forma matricial.

b)Si la distribucié inicial és zq = (50, 30,20)7, calculeu la distribucié al
cap d’una setmana.

c¢)Determineu la distribucié estacionaria de lemurs entre els tres boscos.

Solucié (Ex. 26) — a) El sistema es pot escriure en format matricial com:
Z(t+1)=PZ(),

1(t)
on Z(t) = [ z2(t) | 1 P és la matriu de transici6 donada.
3(t)

b) Sigui 2o = (50,30, 20)”. La distribuci6 després d’una setmana és:

0,7 0,2 0,1\ /50 0,7-50 +0,2-30+0,1-20 43
i =P =102 07 02|30 =1]02-50+0,7-30+0,2-20]| = |35
0,1 0,1 0,7/ \20 0,1-50 +0,1-30+0,7-20 22

c) La distribucié estacionaria o = (v, v9,v3)7 satisfa P = ¥, ja que en
ser estacionaria el valor propi dominant sera obligatoriament 1. Resolent el
sistema:

077U1 + OaQUQ + 07103 = V1,
0,2’01 + 0,7U2 + 0,2@3 = V2,
0,1v1 + 0,1vy + 0,7v3 = w3,

d’on, si prenem vy + vo + v3 = 1, s’obté:

7 = (0,35, 0,40, 0,25) |

Aixo indica que, a llarg termini, el 35% dels lémurs estaran al primer bosc,
40% al segon i 25% al tercer.
|

1.2 Models continus

Exercici 27 — Modelitzacié de la cria de truites: (MC)En
un estudi fet en una piscifactoria s’ha determinat que el pes en grams de la
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truita comu al llarg d’un cicle de cria de 3 anys segueix aproximadament la

funcid

P(t) = 13t 4+ 5t

on t és el temps mesurat en anys.

a)Segons aquest model, quin seria el pes aproximat d’una truita al com-

pletar els tres anys?

b)Quant de temps triga una truita a arribar a un pes de 114 grams?

Solucié (Ex. 27) —  a)P(3) =13-3% +5 -3 = 366 grams.

b)Resolent 13t% + 5t = 114 s’obté t = 2 anys.
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Figura 9: Solucié a l'exercici

o Fangs

FACULTAT
DE CIENCIES, TECNOLOGIA
IENGINYERIES

v Wi UGS

o1



1.2 Models continus 1 MODELS MATEMATICS

Exercici 28 — Modelitzacié del creixement microbiana segons Monod:

Jaques Monod el 1949 va descriure la taxa de creixement p dels microorga-
nismes en un medi aquos en funcié de la concentracié S del nutrient crucial
a partir de la funcio

S
M(S) = Nmaxm

on K, és una constant positiva que dependra de l'especie i les condicions
ambientals, i pmax €8 la taxa de creixement maxima.
a)Descriviu el comportament de la funcio.

b)Experimentalment se sap que quan S = 2 la taxa de creixement és de
0,8 i que Ky = 2,4. Determineu el valor de pi. que dona aquesta taxa
de creixement.

c)Digueu quina seria la taxa de creixement per S = 10 quan K, = 24 i
Imax €S el valor trobat a l’apartat anterior.

d)Per a quin valor de S es satisfa que p1/fimax = 1/27

e)Com afecta una variacié del parametre K en el valor de p?

Solucié (Ex. 28) —  a)Es una funcié creixent que pren el valor 0 quan
S =01 tendeix a fipmax quan S — oo.
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b)De u(2) =0,8 = ,umaxﬁ s’obté fimax = 1,76.
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Figura 11: Soluci6 a 'exercici )

)u(10) = 1,76 - 575 = 1,41935.
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Figura 12: Soluci6 a 'exercici [28¢)

d)Es compleix per S = K.
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Figura 13: Solucié a l'exercici )
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e)En augmentar K, el valor de p disminueix.
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Figura 14: Soluci6 a I'exercici )
|

Exercici 29 — Modelitzacié de la concentracié d’un farmac en sang:
Una industria farmaceutica, després d’analitzar la concentracié en sang en

funci6 del temps d’un nou farmac administrat per via injecci6 intramuscular,

ha determinat que la concentracié C' en miltuligrams per litre del farmac al

cap de t hores ve donada per

20t
Ct) = —.
Q t2 44
a)Estudieu el comportament a llarg termini de C.

b)Digueu quina sera la maxima concentracié del farmac i en quin moment
es produira.

¢)En quin moment la concentracié del farmac sera de 0,02 mg/1?

d)Digueu quina seria la velocitat de creixement de C' al cap d’una hora.

Solucié (Ex. 29) — a)tEer C(t) = 0. A llarg termini, la concentraci6

tendeix a zero.
D\} Lﬂ“lly_;wl_ (=3 i._':ﬂ‘_l-s SELORE da [ o
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wn LU} = Lo Za T, o fam == o kem e _ 2
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Figura 15: Soluci6 a l'exercici ?7a)
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b)La maxima concentracié és C'(2) = 5 mg/1 i es produeix al cap de dues
hores.
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Figura 16: Soluci6 a 'exercici ??7b)
c)C(t) = 0,02 per t = 0,004 h i ¢t = 999,996 h.
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Figura 17: Solucié a l'exercici ?7c¢)
d)C'(1) = 24.
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Figura 18: Solucié a l'exercici 77d)

Exercici 30 — Modelitzacié del creixement de bacteris en un cultiu de laborato:
En un cultiu de laboratori, el nombre de bacteris (en milions) durant les pri-
meres 100 hores es pot aproximar per la funcié

N(t) = a+te /10,

a)Trobeu el valor de a sabent que inicialment hi havia 25 milions de
bacteris.

b)Determineu els periodes de creixement i decreixement de la funcié N(t).

c¢)Determineu el valor maxim i minim absolut d’aquesta poblaci6 per t €
[0,100] i digueu en quin moment s’assoleixen (podeu prendre el valor
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de a calculat a 'apartat a)).

d)Quin seria el comportament a llarg termini de la funcié N(¢)?

Solucié (Ex. 30) —  a)a = 25.
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Figura 19: Soluci6 a l'exercici .
b)La funcié és creixent per ¢ € (0,10) i decreixent per ¢ > 10.
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Figura 20: Soluci6 a l'exercici .

¢)El minim absolut és N = 25 a t = 0; el maxim absolut és N = 25 +
10e~! ~ 28,6788 i s’assoleix a t = 10.
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Figura 21: Solucié a l'exercici .
d) lim N(t) = a = 25.
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Figura 22: Solucié a l’exercici .
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Exercici 31 — Modelitzacié de la temperatura de la superficie del mar:

Nakatsugawa i altres coautors (1996) van donar el segiient model per la tem-
peratura de la superficie del mar:

T(D) =T, + 1;” Siﬂ(?ﬁ?) + T,
on D és el dia de I'any comptat a partir del dia que marca la temperatura
mitjana, T;, és la temperatura mitjana, T, és I'amplitud termica anual i 7T,
és un terme que serveix per incorporar pertorbacions com el fenomen d’el
nino.
a)Digueu quin és el periode de la funcié 7.

b)Digueu segons aquest model en quins dies de l'any es produiran les
segiients situacions (suposant que 7, = 0):
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i)La temperatura de l'aigua del mar torna a coincidir amb la tempe-
ratura mitjana.

ii)La temperatura de I'aigua del mar assoleix el seu valor maxim.
iii)La temperatura de I'aigua del mar assoleix el seu valor minim.
c)La temperatura mitjana de 'aigua de mar de Barcelona el 2016 va
ser de 18,7° i es va assolir el dia 147 de I'any. En aquest mateix any
la temperatura maxima va ser de 27° i la minima de 13°. Suposem
inicialment que no hi ha cap fenomen pertorbador.
i)Amb aquestes dades, quin seria el valor maxim segons el model?
ii)I el valor minim?
iii) Us sembla que aquest model s’ajusta a la realitat o caldria afegir-hi
una pertorbacié? En cas afirmatiu, quina hauria de ser?

iv)Una vegada afegida la pertorbacié necessaria, quina és la tempera-
tura prevista segons el model pel dia 25 de juliol?

v)La temperatura de I'aigua del mar de Barcelona el dia 25 de juliol
de 2019 va ser de 26,8°. Compareu la temperatura real amb la que
us ha donat el model.

Solucié (Ex. 31) —  a)El periode és de 365 dies.
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Figura 23: Soluci6 a 'exercici .
b) i)D = 365/2.
ii)D = 365/4.
iii)D = 1095 /4.
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Figura 24: Soluci6 a l’exercici .
c) 1)T(365/4) = 25,7°.
ii)7(1095/4) = 11,7°.
iii)Caldria afegir una pertorbaci6 7, = 1,3°.
iv)T (206 — 147) = 25,9°.
v)El model prediu una temperatura 0,9° més baixa que la real.
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Figura 25: Solucié a l'exercici (1)
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Figura 26: Solucié a I'exercici (ii—v).
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Exercici 32 — Creixement bacteria en un medi limitat: Un
experiment de laboratori estudia el creixement d’una poblacié de bacteris en
un medi amb nutrients limitats. Es modela el nombre de bacteris P(t), on t
és el temps en hores, amb la funcié segiient:

P(t) = —0,05¢t° + 0,5t* + 2t + 100 (1)

Respon als segiients apartats:

1.Calcula el nombre inicial de bacteris en el medi (¢ = 0).
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2.Determina els intervals on la poblacié creix i decreix, trobant els punts
critics.

3.Calcula el maxim nombre de bacteris que s’assoleix.
4. Troba el punt d’inflexié i interpreta el seu significat biologic.

5.Determina aproximadament en quin temps la poblacié es redueix per
sota de 90 bacteris.

Solucié (Ex. 32) —  1.Nombre inicial de bacteris: Substituim ¢t = 0
a la funci6 P(t):

P(0) = —0,05(0)% + 0,5(0)% 4 2(0) + 100 = 100.

Per tant, el nombre inicial és 100 bacteris.

2.Intervals de creixement i decreixement: Notem primer que la
funcid, en ser polinomica, és continua en tot R. Derivem P(t) per
trobar P'(t):
P'(t) = —0,15t% +t + 2.

Resolent P'(t) = 0:

,_ClE JI-4(-015)2) —14.,22

0152 +t+2=0 = =
’ T 2(—0,15) -0,3

Aixi, els punts critics son:
t1 = —1,61, {15~ 8,28.

Fem un estudi del signe de P’(t) per determinar els intervals:
« P'(t) > 0 en (—1,61, 8,28): la poblaci6 creix.
« P'(t) < 0 fora d’aquest interval: la poblacié decreix.

Per tant, t = —1,61 és un minim i £ = 8,28 un maxim locals.

3.Maxim nombre de bacteris: L’enunciat del problema no ens diu
pas que els valors de temps negatius no estiguin inclosos en la soluci6.
Podriem deduir, no obstant, que un model polinomic com aquest ens
descriu un escenari biologicament poc probable de quantitats per a va-
lors molt negatius del temps, en una funcié sense maxim global, pero a
partir d’aqui assumirem que només té sentit explorar valors de t > 0 i
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P(t) > 0. El maxim local ocorre en t = 8,28 (dins del domini rellevant,
t>0):

P(8,28) = —0,05(8,28) + 0,5(8,28) + 2(8,28) + 100 = 122,46.

Per tant, el nombre maxim és de 122 bacteris.

4 Punt d’inflexié: Calculem la segona derivada P"(t):
P"(t) = —0,3t + 1.

Resolent P"(t) = 0:

03t+1=0 = t= 03 = 3,3.

Per a comprovar que es tracta d’'un punt d’inflexié podem veure que a
valors més alts de t = 3,3 la segona derivada esdevé negativa (interval de
la funcié concava), mentre que a valors més baixos és positiva (funci6
convexa). També podem veure que el valor de la tercera derivada a
t = 3,3 és diferent de zero. Finalment, els zeros de la segona derivada
son possibles punts d’inflexio pero també podrien ser maxims o minims;
en aquest cas, el punt trobat no ho sera perque no és zero de la primera
derivada. Tot aix0o demostra que es tracta d’un punt d’inflexé.

Aix6 significa que la velocitat de creixement canvia en ¢t = 3,3. Bio-
logicament, aquest punt indica el moment en que el creixement deixa
d’accelerar-se i comenca a decelerar.

5.Temps en que la poblacié es redueix per sota de 90 bacteris:
Resolent 'Eq. [1| per a P(t) = 90:

0,05t +0,5t2+2t+100 = 90 =  —0,05t>+0,5t> +2t+10 = 0. (2)

Aquest polinomi es resol numeéricament. Aproximadament, trobem ¢ ~
13,91 hores.

Script 2: Codi Matlab per a solucionar 1’'Eq. |§|

syms t;
P(t)=-0.05%«t"3+0.5%t"2+2xt+100;
vpa (solve (P (t)==90))
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Per tant, la poblacié es per sota de 90 bacteris (linea verda en el grafic) a
t > 13,91 hores. Cal notar que igualant I’Eq. (1] a zero podem veure que
els bacteris desapareixen, segons el model, a t = 18,22 hores. Cal notar
també que la funcié té un minim relatiu a ¢t = —1,61, com hem vist
abans, pero en aquest punt el valor de la funcié és de P(t = —1,61) =
98,28, més gran que 90 bacteris.

Funcié P(t), derivada i punts critics

P

A~ 5|
<
_10 1
—15 |
|
Exercici 33 — Model EMAX per a ’efecte d’un agonista:

Archibald Vivian Hill (Bristol, Anglaterra, 1886 - Cambridge, 1977) fou un
fisioleg i professor universitari angles guardonat amb el Premi Nobel de Fi-
siologia o Medicina 'any 1922. Amb 23 anys va contribuir a la primera
justificacié quantitativa de 'existéncia i comportament dels receptors celtlu-
lars. Treballant en la caracteritzacié de la naturalesa de la contraccié mus-
cular mediada per la nicotina, Hill va descobrir que la magnitud de I’efecte
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contractil es podia predir matematicament mitjancant l’eXpressiéH

YN = = M Q

on y és la magnitud de la resposta, N és la concentracié de nicotina, k, k' i
M soén constants (k, k' > 0, M > 0).

1 i assignem I'expressié = ECs0.
(1) Siassignem a k l'expressi6 5—— e,

s’anomena model EMAX per a l'efecte d'un agonista (substancia que
produeix una resposta celtilular en unir-se a un receptor) de concentraci6
N. Escriu la funci6 resultant.

ia k' expressié obtenim el que

(2) Estudia el creixement/decreixement de la funci6 y(N).

(3) Assumint que tenim M = 0, quin és el comportament de y(N) a valors
molt grans de N?

(4) També en el cas que M = 0, per a quins valors de N la contracci6 del
muscul sera la meitat del valor maxim que aquesta pot tenir?

(5) Discuteix quin efecte tenen els termes Eyax, ECs0 1 M en el model
general.

Solucié (Ex. 33) — Responem els diferents apartats de la pregunta:

(1) Substituim les expressions per a k i k' a ’expressié original:

N

y(N) = EC 1 -M
EM/iOX + EMAXN
Simplificant:
EMAXN EMAX
N)y= —— — =M 4
VW) = B+ N a1 1 @

[+]

Aquesta és la funcié resultant del model EMAX.

YA.V. Hill. The mode of action of nicotine and curari, determined by the form of the
contraction curve and the method of temperature coefficients. J Physiol, 39(5):361-373,
1909.
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()

Calculem la derivada de y(N) respecte a N per veure si la funci6 creix
o decreix. A partir de [«]:

dy _ Enax(ECs0 + N) — EnaxN
dN (ECso + N)?2

Simplificant:
dy  BuaxECs

dN ~— (ECsy+ N)2
on tant numerador com denominador sén positius. Com que la derivada

és sempre positiva per a N > 0, la funci6 y(N) és sempre creixent.

Quan N és molt gran, el terme EC'5q és insignificant en comparacié amb
N, ila funcid, si M = 0, tendeix a Fyjax. Més formalment:

. L Eyvax | Bumax
ngrgoy(N)—ngnoo{E]cval}— 041~ Puax
o bé, a partir de I'Eq. [3}
. . N 1
i (00 = Jim {5 = = B

Es a dir, la maxima contraccié possible (quan N — 00) és Eyax.

Quan M = 0, la funci6 es redueix a:

Enax
y(N) = EC

N50 + 1
Si volem calcular la concentracié de nicotina Ny /2 que produeix la meitat

2 s . E .
de contracci6, és a dir, y(Ny/p) = =M42X:

Evax Buax
= EC
2 Ny 1
2 — +1
Nijo
Ny = ECs

Expliquem el significat de cada parametre:
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o Eyax: Determina el valor maxim de la resposta y(V). Si augmen-
tem Fyax, augmenta el valor maxim de la resposta.

« ECsy: Es la concentracié de nicotina per la qual la resposta és la
meitat del maxim. Si augmentem FEC5g, la concentracié de nico-
tina per obtenir una resposta determinada augmenta, la qual cosa
redueix 'efecte de la nicotina per una concentracié donada.

e M: Representa un desplacament vertical de la funci6. Si M aug-
menta, la resposta general es desplaca cap avall, mentre que si
M = 0, la resposta depén només de la concentracié de nicotina.

La figura mostra els tres parametres en accio:
y(N)

Envax rmmmrmm

Evax
2

Exercici 34 — Hidrolisi de 1’aspirina: La hidrolisi de l'aspi-
rina (acid acetilsalicilic) produeix acid hidroxibenzoic i acid etanoic segons
la reaccio:
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o% OH e} OH
H,C o}
H /
+ N — + HyC—C
0 O—H W

que segueix una llei de velocitat de primer ordre. Aixo implica que la velocitat
de degradaci6 és proporcional a la concentracié d’aspirina, A, segons:

A =FkA

(1) Soluciona 'equaci6 diferencial i dona una expressié de la concentracio
de I'aspirina en funcié del temps, assumint-ne una concentracié inicial

d’Ap.

(2) S’ha mesurat una constant de velocitat k, a pH 7 i temperatura 40°,
de —0,132 s71. Si la concentraci6 inicial d’aspirina és 3 molar (3M),
quant temps tardara en hidrolitzar-se’n el 75%? Acabara hidrolitzant-
se totalment?

Solucié (Ex. 34) — Responem les dues qiiestions:

(1) Resolent 'equacié diferencial de primer ordre:

, dA
A=kA = =kt

Integrant amb les condicions inicials A(0) = Aj:

AdA gt A
_ NEA. _ Kt
= /0 kdt = In ( Ao) Moo= A(l) = Age

(2) Per saber quant temps trigara en hidrolitzar-se’n el 75%, volem que la
concentracié final sigui el 25% de Ay. Aixi, A(t3/4) = 0,254,. Substi-
tuim a l’expressié general:

02540 = Apes4 = 025=¢"1 = In(0,25) = kty.
Substituint k = —0,132s7%:
_ In(0,25)  —1,386

ts/a ~ 10,5s.

-~ —0,132 —0,132
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Quant a si s’acabara hidrolitzant totalment: no, la concentracié A(t)
s’aproxima asimptoticament a zero quan t — 0o, pero mai arriba exac-
tament a zero, com es pot veure al grafic:

Hidrolisi de 'aspirina

En termes practics, es considerara hidrolitzada totalment quan la con-
centracio sigui negligible, parametre que caldria definir.

Exercici 35 — Desenvolupament de Drosophila melanogaster en funcié de la ter
El factor ambiental que més afecta el creixement dels insectes és probable-

ment la temperatura. S’ha vist en diversos estudis que la taxa de desenvolu-

pamemﬂ de I'insecte en funcié de la temperatura es pot modelar segons una

equaci6 logistica. Concretament, la taxa de desenvolupament de la Drosop-

hila melanogaster en fase pupa satisfa 'equacié diferencial

Y’:1Y<1—1Y>,
5 36

on Y(T) és la taxa de desenvolupament en dies™" en funcié de la temperatura
T, donada en graus. Sabem que quan la temperatura és de 15°, la taxa de
desenvolupament és igual a 7 dies™!. Es demana:

2La taxa de desenvolupament es defineix com la inversa del temps de desenvolupament,
és a dir,
1
Y(T) = )
y(T)
on Y(T) és la taxa de desenvolupament en dies™! i y(T) és el temps de desenvolupament
en dies.
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Calculeu la taxa de desenvolupament de la pupa en funcié de la tempe-
ratura.

Doneu la taxa de desenvolupament de la pupa quan la temperatura és
de 25°.

Quin sera el temps de desenvolupament de la pupa quan la temperatura
és de 25°7

Escriviu les instruccions de Matlab que s’haurien de fer servir per di-
buixar la funci6é Y (T") per a valors de la temperatura entre 14° i 30°.

Solucié (Ex. 35) — Responem punt per punt les qiiestions plantejades:

(1)

Taxa de desenvolupament de la pupa en funcié de la temperatura:

L’equaci6 diferencial logistica es pot resoldre mitjancant separacié de
variables:
Y 1 T1
/ — = dY = —dT. (5)
7 Y( — %Y) 15 D

on ja hem indicat les condicions inicials per tal d’obtenir la soluci6
particular (integral definida). Comencem, pero considerant la integral
indefinida. Pel que fa a la banda esquerra (la dreta és immediata:
Ji5 dT = T219), és de la forma:

1
/Y o) dy.

Aquesta és una integral racional que podem resoldre utilitzant fraccions
parcials. Comencem descomponent la fraccié en fraccions parcials.

1 36 A B

v ( _?}6y):Y(36—Y):Y+36—Y' (6)

Usant el denominador comt Y (36 — Y'), obtenim:

36 = A(36—Y)+ BY
36 = A(36)+ (B— A)Y

Aixi que A=11 B =1alEq. [6] Per tant, podem escriure:
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36 1 1
P Y:/—dY / Y =n|Y| —In|36 — Y|+ C
/Y(36—Y)d T T n Y] —ln| I+

Podem expressar-ho de manera més compacta utilitzant les propietats
dels logaritmes:

dY:1n< +C

[ = (=)

Usant aquest resultat a la integral definida de I’Eq. [5] acabem obtenint:
Yy N\1Y "
I (=v)], - [5]
36—-Y /17 95115

Y 29 T —15
ln( >

d’on

%6-Y 7)) 5

o bé:

( Y 29) T-15
_— — € 5
36-Y 7

Arreglant 'expressié obtenim 'expressié que ens demanaven per a la
taxa de desenvolupament:

7-36-el/53
2947 T/5-3

Y(T) (7)

Taxa de desenvolupament a T = 25°:
Substituim 7' = 25 a 'Eq. [7}
7.36- 625/5—3

—_ — ina 1
Y(25) = 50 17 B8 23,07 dies™ .

Temps de desenvolupament a T' = 25°:
El temps de desenvolupament es calcula com:
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Per a T = 25:

1

El grafic segiient mostra els detalls de la funcié i dels resultats de 1’e-
Xercici:
40 |
35+
30 |
25t

20 |

15 |

Y(T) / dies™

10 +

(4) Instruccions de Matlab per dibuixar Y (T") entre 14 i 30°C:

Script 3: Codi Matlab per tracar Y (T')

syms T Y (T)
con=Y (15)==7
Ysol=dsolve (diff (Y (T),T)==1/5%xYx(1-Y/36),con)

fplot (Ysol)
x1lim([14 307)
legend()
grid on
[ |
Exercici 36 — Model de Melica et al.: Melica et allf] estu-

dien la densitat de poblacié dels polips d’Aurelia aurita que creixen sobre

3Melica et al. Logistic density-dependent growth of an Aurelia aurita polyps population.
Ecol. Modell 291 (2014) 1-5.
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closques d’ostres. Els nous polips d’ Aurelia aurita es formen a través de pro-
paguls lliures alliberats per un polip existent a ’aigua circumdant i que es
desplacen nedant a altres llocs de la closca d’ostra.

Observen que quan la densitat inicial de polips a I'ostra és baixa, la poblaci
creix fins a una certa capacitat de carrega, mentre que si la densitat inicial
és alta, aquesta decau fins a una altra capacitat de carrega superior. Per
modelar aquest comportament utilitzen el seglient model de creixement de
poblacions amb un efecte “Hyper-Allee”:

v () (3 (N

on N(t) és la densitat dels polips (polips per cm?) it és el temps en dies.
A partir de les dades experimentals s’observa que els valors dels parametres
son: A=224 B=469, K=5161ir=0,161.
Es demana:
i) Determineu els punts d’equilibri del model.
ii) Estudieu l'estabilitat del punt d’equilibri més petit.
iii) A quin valor tendeix la densitat de polips quan la densitat inicial de
polips és molt petita?

Solucié (Ex. 36) — Resolem els diferents apartats:

i) Els punts d’equilibri es troben quan N’ = 0, és a dir:

ron=r(4-1) (3-1) (-2 =

Aixo implica que algun dels termes del producte ha de ser zero, i ens
dona la solucié per als valors dels punts d’equilibri:

N oo — N=A=224,
A
N oo — N = B = 4,69,
B

N
1-—- =0 = N=K=5,16.

K
Per tant, els punts d’equilibri sén:

N =224, N =469, N = 5,16.

Cal notar que N = 0 no és un punt d’equilibri en aquest cas.
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ii) Per estudiar 'estabilitat del punt d’equilibri més petit (N = A), calcu-
lem la derivada f'(N):

o = (G- (G- (- %))

LG 68 G 50D G

<0 >0

Com que f'(A) <0, el punt N = A és un punt d’equilibri estable.
iii) Sila densitat inicial N(0) és molt petita (N(0) — 0%), el model prediu
que la densitat de polips augmentara:

100 = e (50 (51 0 ) =m0

Per tant, N(t) creixera fins arribar al primer punt d’equilibri N = A =
2,24, que és estable. Per tant, la densitat de polips tendeix a:

N =224 p(\)lips/cmg.

El segiient codi Matlab integra numericament ’EDO per mostrar el compor-
tament de les poblacions a partir de diversos valors inicials, tot demostrant
I’estabilitat dels punts d’equilibri del sistema.

Script 4: Codi Matlab per tragar N(¢)

% Parametres
A =2.24; B=4.69; K= 5.16; r = 0.161;

% Equacid diferencial com a funcié

dNdt = @(t, N) r x ((N / A) — 1) » ((N/ B) - 1) = (L - (N / K));
tspan = [0, 700]; % De 0 a 100 dies
NO_values = [0, 0.5, 3, 4.5, 5., 6.]; % Valors inicials per comparar

% Crear la figura
figure; hold on;

% Iterar sobre cada valor inicial de NO
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for i = l:length(NO_values)
NO = NO_values(i); % Valor inicial actual
[t, N] = oded5(dNdt, tspan, NO); % Integracid numerica
plot(t, N, 'LineWidth', 2, 'DisplayName', sprintf('NO = $.1f', NO)); % Gralfic amb etiqueta

end

hold off;

El grafic mostra el comportament de la poblacié de polips en funcié de les
condicions inicials (notar que N = 0 no és pas un punt d’equilibri en aquest
exemple, a diferencia d’altres vistos a classe):

Evolucié de la densitat de polips per diferents valors de $N_0$

N (t) (polips/cm?)
w

N

0 100 200 300 400 500 600 700
t (dies)

Exercici 37 — Poblacié Mundial: Suposem que la poblacié mun-
dial actual és de py = 8 x 10° habitants i que la poblacié dins de t anys esta
donada per la llei de creixement exponencial:

p(t) = po 2023,
Trobeu la poblacié mitjana de la Terra en els proxims 30 anys segons aquest

model.

Solucié (Ex. 37) — La poblacié mitjana en un interval de temps [a, b] es

calcula com: )

)= [ ploar
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En aquest cas, a = 0 i b = 30 anys. Substituim aquests valors a I'expressio:

_ 1 30 9 0,023t
<p)—%/0 (8 x 10°20) .

Traiem py = 8 x 10° fora de la integral, ja que és constant:

8 x 109

30 0023td
= 023t gy
(p) 5 /0 e

8 x 10° I o003
6 )
30 0,023

30

0

8x 10 1 0,023-30 0,023:0 10
_ 38X 107 1 omss0 _ 00230) _ 1 159 x 10
30 0,023 (¢ H) = 1152 %

Per tant, la poblacié mitjana de la Terra en els proxims 30 anys és:

1,152 x 10'° habitants.

Exercici 38 — Model de teoria de biogeografia d’illes: (JVF,Sem24)
La teoria de la biogeografia d’illes va ser introduida per Robert MacArthur
i E. O. Wilson[3]. Descriu l'origen i manteniment de la diversitat d’espécies
en illes oceaniques, pero pot ser estesa a habitats aillats, com per exemple
masses boscoses enmig de terrenys agricoles. En la seva expressio més simple,
el nombre d’especies que una illa pot suportar és funcié de la superficie de
Iilla i la seva proximitat a altres illes que la nodreixin de forma estable de
noves especies per immigracio. El nombre en equilibri d’especies que l'illa
podra suportar és funcié del nombre d’espécies que hi poden immigrar i del
balang entre immigracié i extincio.

Considera una illa on la dinamica del nombre d’espécies, S(t), esta descrita
per I'equacié diferencial segiient:

dS

D (P = S) — kS,

dt ———— E/
Imm Tt

on el temps és donat en anys, P és el nombre total d’especies en illes properes
que poden immigrar a la nostra, k; > 0 és la taxa d’immigracié efectiva i
ky > 0 és la taxa d’extincié efectiva. Si k; = 0,01 i ky = 0,02 anys™! i
P = 1000 especies potencials:
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1.Resol I'equaci6 diferencial per trobar S(t) després d'un fenomen volcanic
que ha exterminat totes les espécies de l'illa. Es a dir, donades les
condicions inicials S(0) = 0.

2.Estudia I'equilibri del sistema. Racionalitza el valor de I’equilibri trobat
respecte a les corbes d’immigracio i extincié, considerant les expressions
separades per les velocitats de canvi d’aquestes dues dinamiques.

3.Determina el temps ¢;/4 necessari perque el nombre d’especies a I'illa
sigui una quarta part del seu maxim potencial, S(ti/4) = % Pot la
poblacié arribar a la meitat del seu valor potencial S(t1/5) = £7

Solucié (Ex. 38) — Resolem els diferents apartats:

1.Resolucié de I'equacié diferencial:

ds
— =k P — (ki + ky)S.
It 1 (k1 + ko)
Separem variables:
ds _ g
kP — (ki + ko)S
Reescrivim el denominador per simplificar:
ds 1 ds
- " TkP :
ki P — (k1 + ko)S ki + ko i — O
Per simplificar la notacid, prenem K = %. L’equacié queda:
ds

Integrarem amb els limits inicials S(0) = 01 S(¢):

S(t)  dS t
w5 ek
S(t) t
—1D|K—S’ = (k1+k2)t
0 0
“In|K - S@t)| +In|K| = (ki + ko)t

In (K_Ks(t)> = (k1 + ko)t
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K
K —S(t)
S(t) = K — Ke (k)

— 6(k1+l€2)t

La soluci6 final, un cop substituit el valor de K, és:

_ kP _ o (k1tka)t
S(t)_k1+k2 (1-e ). (8)

Substituim els valors donats: k; = 0,01, ky = 0,02, P = 1000:
0,01 - 1000 _
S t — oy T 1 _ —(0,01+0,02)t — 333 3 1 _ —O7O3t
(®) 0,01+0,02( c ) 3(1—e)
2.Estudi de 'equilibri del sistema:
En equilibri, % = f(S) = 0. Aixo implica:
f(S)=k(P—-95)—FkS =0.

Resolent per S:
ki P

ki + ko
Substituim els valors donats: k; = 0,01, ky = 0,02, P = 1000:

Seq =

~0,01-1000
0,014 0,02

Avaluem si l'equilibri és estable o inestable avaluant la derivada f'(5):

Seq = 333 especies

f/(S) = —kl — k‘g <0

Per tant, I'equilibri és estable.

Una altra manera de veure-ho és analitzant el sentit biologic de 1'ex-
pressi6 inicial. L’equilibri Se, es troba quan la taxa d’immigraci6 és
igual a la taxa d’extincio:

k(P — Seq) = kSeq.

La representaci6é de les dues funcions mostra el significat del valor de
I’equilibri, i també I'explicaci6é del perque es tracta d'un equilibri esta-
ble. Com veiem al grafic, si S es fa més gran que Sy, 'extincié guanya
la immigracié i la biodiversitat es redueix tornant a aquest valor d’equi-
libri. De manera analoga, si la quantitat d’especies S es fa menor que
Seq, la biodiversitat augmenta per tal de retornar a I’equilibri.
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Model Biogeografic d’Illes

T, 204

g — Taxa d’immigracio, ki (P — St)
~ 15 — Taxa d’extincid, ko Sk

8 — Taxa de canvi global

3

2,

& 10

S|

g ‘

= 9 ;

<] I

e !

) l

3] 1 1 S 1 1
2 100 200 3008.3(1\4%)\500
3 ..

SS sl S / especies

Finalment, també observem que el punt trobat és estable si avaluem la
funcié S(t) (Eq. [§) per a valors grans del temps:

. . klp — klP k’lp
Suq = lim S(t) = | | =tk = PP g _ s,
o = Jim S(0) = Jim P (1) = PR (120 = g R = Sy

3. Temps per assolir la quarta part del valor maxim:
Substituim S(t1/4) = £ a la soluci6 general:

P _ kP (1 B ef(k1+k2)t1/4) '
4 ky+ ke
Simplifiquem:
1 — kl (1 _ e—(k1+k2)t1/4> )
4 ki + ke
Resolent per 2;4:
1 — e~ (Fitk2)tiya 1 . fy + ks
4 ke

o (kitha)tys _ 1 _ ki + ko

1 ki + ko
ti/y = — In{1-— .
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Substituim els valors donats: k; = 0,01, ky = 0,02, P = 1000:
1 0,01 + 0,02 1 0,03
tiyy=—————h|l-——7— | = — In{1-— .
0,01 4 0,02 4-0,01 0,03 0,04

1
fi4 = ———1n(0.25) .
VAT 70,03 n (0,25)

Calculant:

1
ti1g~ —— 1,386~ 46,2.
1/4 0703 ) )

Per tant, el temps necessari per assolir una quarta part del valor maxim
és aproximadament ;4 ~ 46,2 anys.

No és possible arribar a la meitat del seu maxim potencial (P/2 = 500
especies en aquest cas en que partim d’una biodiversitat inicial Sy = 0
i només podem assolir el valor del punt d’equilibri Seq = 333 espécies.
Si I'illa hagués partit d’'un nombre total d’especies superior al valor de
Seq, hauria també evolucionat cap a aquest valor i, en aquest cas, si que
hagués arribat en algun moment a S = P/2. Igualment, és facil veure
que s’arriba a S = P si no hi hagués taxa d’extincié (ko = 0).

Model Biogeografic d’Illes

500 ¢
—— # nombre d’especies, S
o S = k1P
400 | €4 kithy
g feeemmmemmmemmeeomsaoiiooioiiooee
2 300 py
=T e A
& ‘
= 200 | l
= l
100 | |
't
20 40 60 80 100 120
t / anys

u FACULTAT
DE CIENCIES, TECNOLOGIA

££££££££££££ 8]_



2 FONAMENTS I ESPAIS VECTORIALS

2 Fonaments i espais vectorials
2.1 Els nombres reals

Exercici 39 — Equacions algebraiques, transcendentals i sense soluci6 real:
Escriu una equaci6 de cada cas:

(1) Escriu equacions polinomiques amb coeficients enters que tinguin com
a solucions nombres naturals, enters, racionals, irracionals (algebraics)

(2) Escriu una equaci6 polinomica amb coeficients enters que tingui com a
soluci6 el nombre 7 (transcendent)

(3) Troba una equaci6 polinomica amb coeficients constants sense cap nom-
bre real com a soluci6

Solucié (Ex. 39) — (1) Intuitivament, una equacié algebraica és aquella
en que es pot trobar la resposta usant operacions algebraiques: addicio,
multiplicaci6 i extraccié d’arrel.

r—2=0, x=2 (natural)
r+3=0, x=—-3 (enter)
1
20 —1=0, z = 5 (racional)

2?2 —2=0, x =42 (irracional)

(2) Una equacié transcendent, “transcendeix” 1’algebra i s’han d’usar altres
operacions. Per exemple, les funcions exponencials, logaritmiques o
trigonometriques. Per definicié, un nombre real « és transcendent si
no és algebraic. Es a dir, si no existeix cap polinomi amb coeficients
enters de manera que « en sigui una arrel. Per tant, la pregunta no
té resposta, ja que no podem construir un polinomi amb solucié 7. La
demostraci6 és complicada i la deixo com a lectura avancada.

(3) Ens passara sempre que la solucié impliqui haver de trobar I’arrel parella
d’un nombre negatiu:

2 +1=0, z=4V-1
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3 CALCUL MATRICIAL

que en el conjunt dels reals no té solucié. Caldria resoldre-la en el
conjunt dels nombres complexos:

2 4+1=0, z==+i

3 Calcul Matricial
3.1 Matrius

Exercici 40 — Producte de matrius: Determineu el valor de
m i p, perque es pugui realitzar el producte segiient:

(P Q") M
si Mayxs, Prxp, @Q3xa 1€l resultat del producte és una matriu quadrada.

Solucié (Ex. 40) — Per resoldre’l primer tenim en compte que:

t
Myys = Msy,
Punxy = P!

pxXm

Qsxs = Qs
Amb la qual cosa:
(P;xm ' QZXZ%) ’ M§><2 = Ap><2
Com que ens diuen que A és quadrada, obtenim p = 2 i, a més, és facil veure

que perque el producte es pugui realitzar m = 4.

Exercici 41 — Equacions matricials: Ailleu X, si és possible,
en les equacions segiients, suposant que totes les matrius son quadrades del
mateix ordre i invertibles:

(a) 3X'4+(XA)'+I1=DB
(b) (XA)'=20+B
(c) AX+C=BX

Solucié (Ex. 41) — Usant les propietats de les operacions amb matrius:
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3.2 Valors i Vectors propis 3 CALCUL MATRICIAL

(a) 3X'+ (XA +I=RB

3X'+ (XA)'+1 = B
(B3X)' + (XA = B-
B

I

(BX + XA = B-1
3X + XA = (B-1I)
3XI+XA = (B-1)
XBI+A) = (B-1I)
( )

X (3I+A)BI+A) =

1

X = (B=D'BI+A)"

(XA)™ = 2I+B
XA = (2I+B)™!
X = (2I+B) 1A

() AX +C =BX

AX+C = BX

AX -BX = —-C
(A-B)X = —-C
X = —(A-B)'C=(B-A)"'C

3.2 Valors i Vectors propis

Exercici 42 — Vectors i valors propis en una matriu 2 x 2:

Trobar els valors i vectors propis de la matriu A = <:1,) _11)
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3.2 Valors i Vectors propis 3 CALCUL MATRICIAL

Solucié (Ex. 42) — Trobem primer el polinomi caracteristic de la matriu:

()66

Perque aixo tingui solucié diferent de la trivial ((z,y) = (0,0)) cal que el
determinant secular sigui igual a zero:

’1—/\ 1

3 —1—)\‘:0

Per tant, cal solucionar el polinomi caracteristic de la matriu:

N —4=0
que té per solucio els valors propis Ay = 21 Ay = —2. Calculem ara els vectors
propis:
)\1 - 2

Solucionem el sistema;

T+y=2 N —r+ y=0
2y

= kT =0,y =«
3r—y = 3r—3y =20 { Y

. . , 1
Per tant, un vector propi associat a Ay = 2 és vy = < )

1 1 T x
5 5)6)=—()
Solucionem el sistema;

T+y=—2x N 3z +y=0
v —y = — 2y r+y=0

e = —2

:>{*x:a,y:—3a

. . , 1
Per tant, un vector propi associat a Ay = —2 és v, = (_3>.
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3.2 Valors i Vectors propis 3 CALCUL MATRICIAL

Exercici 43 — Vectors i valors propis en una matriu 3 x 3:
2 1 -1
Calcula els valors propis i vectors propis de la matriu A= 1 2 0
-1 1 2
Solucié (Ex. 43) — Trobem primer el polinomi caracteristic de la matriu:
2 1 -1\ [=x x
1 2 0 yl=Aly
-1 1 2 z z

Perque aixo tingui solucié diferent de la trivial ((z,y,2) = (0,0,0)) cal que
el determinant secular sigui igual a zero:

2—A 1 —1
1 2—X 0 |=0
—1 1 2—A
Per tant, cal solucionar el polinomi caracteristic de la matriu:

N H6N—100+3=0

Per Ruffini obtenim el primer dels coeficients:

Per tant:

3 —2\/3)@_\/3;3

—MH6A2—10A+3 = 0—(A—=3)(A\2 =3 +1) = (A\=3)(\—

Per a cada valor propi, trobem els vectors propis associats:
)\1 - 3

—
| < BRI NI
82
2

[\]
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3.2 Valors i Vectors propis 3 CALCUL MATRICIAL

Solucionem el sistema:

204+ y— z2=3x

—r+y—2z2=0
T+ 2y = 3y = {*x:a,y:a,z:o
T — =
—r+ y+2z= 3z Y
1
Per tant, un vector propi associat a Ay =3 és vy = | 1].
0

Aquests dos valors propis satisfan A2 — 3\ +

351, 3+V5
9 l)\g_

2

AQ:

1 =0, és adir (2—X)? =3 — \. Resolem el sistema (A — \I) = 0:

SIS

-Nz+ y— z+((2=0
T — ANy +(2=0
-4+ y—ANz+(2=0

De la segona equacié, = (A — 2)y. Substituint a la primera i usant
(2= X)? =3 — )\, s’'obté també 2 = (A — 2)y. Aixi, prenent y = 1, un

A—2
vector propi generic és v = 1 . Substituint cada valor de A (i
A—2
multiplicant per 2 per netejar denominadors):
2 2
Vo = 1— \/5 ()\2), V3 = 1+ \/5 ()\3)
2 2

El determinant de la matriu original és justament el producte dels tres valors
propis:

2 1 -1
det 1 2 0 :3:)\1')\2')\3
-1 1 2

i la traca de la matriu és la suma dels tres valors propis:
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3.2 Valors i Vectors propis 3 CALCUL MATRICIAL

tr(A) = a1 +axn + a3 =AM+ X+ A3=06

Els tres vectors son L.1., ja que

1 2 2
det |1 1—v5 1+V5| =—-4vV5#0
0 2 2

De fet, en no haver cap valor propi igual a 0, la matriu formada pels tres
vectors propis ha de ser per forca invertible i, per tant, el seu determinant
diferent de zero o, el que és el mateix, els vectors propis son L.I.

|

6
1 1
Exercici 44 — Potencia d’una matriu: Calcula <3 _1> usant
el concepte de valors i vectors propis de la matriu.

Solucié (Ex. 44) — Sabem que si una matriu A és diagonalitzable, podem
expressar-la com

D =P AP

on D és una matriu diagonal amb els valors propis de la matriu A i P és una
matriu quines columnes representen els vectors propis associats a cada valor

propi.
Si usem aquesta expressio, fer 'operacio és senzilla. Efectivament:

(PDP)" = 4°
o, el que és el mateix:

PDP'PDP'PDP'PDP'PDP'PDP = A°
PDSP~t = A° (9)

Anem, doncs, a cercar els valors i vectors propis de la matriu. Aquests seran
els valors que compleixin:

(460
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3.2 Valors i Vectors propis 3 CALCUL MATRICIAL

Perque aixo tingui solucié diferent de la trivial ((z,y) = (0,0)) cal que el
determinant secular sigui igual a zero:

1—-A 1
3 —1-A

-

Per tant, cal solucionar el polinomi caracteristic de la matriu:

(1=A)(=1-X)—3=0

d’on A = £2.
Un cop tenim els valors propis, trobem els vectors propis que hi estan vincu-
lats:
A =2
1 1 T T
(3 —1> (@/) - <y>
Solucionem el sistema:
{*x+y:2x,3x—y:2y:>{* —2r4+y=0rz—y=0=>x=y
4 . , 1
Per tant, un vector propi*|associat a Ay =2 és v; = 1)
Ay = —2

Solucionem el sistema:

{*:U—l—y:—Zx,Bx—y:—2y:>3x+y:O

: . . 1
Per tant, un vector propi associat a Ay = —2 és v, = (_3>.

Construim ara l'expressi6 de 'Eq. [0}

N (N [ NN

4De fet, el conjunt de vectors propis associats a un determinat valor propi forma un
subespai vectorial.
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3.2 Valors i Vectors propis 3 CALCUL MATRICIAL

-0 50 a0
1 71
(64 0
~ \0 64
Sabries dir d’on prové el fet que, en aquest cas particular, la poténcia de la
matriu sigui identica a la poténcia de la seva matriu semblant diagonal?

|

Exercici 45 — Vectors i valors propis en una matriu 3 x 3:
1 -1 4

Calcula els valors propis i vectors propis de la matriu A = [3 2 -1
2 1 -1

Quina relacié hi ha entre els valors propis i el determinant i la traca de la
matriu original? Comprova que els tres vectors propis son L.I.

Solucié (Ex. 45) — Trobem primer el polinomi caracteristic de la matriu:
1 -1 4 x x
3 2 —1llyl=Xy
2 1 —-1) \» z

Perque aixo tingui solucié diferent de la trivial ((z,y,z) = (0,0,0)) cal que
el determinant secular sigui igual a zero:

1-X -1 4
3 2—-A -1 =0
2 1 —1-A

Per tant, cal solucionar el polinomi caracteristic de la matriu:
N =2\ —BA+6=0

Per Ruffini obtenim el primer dels coeficients:
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3.2 Valors i Vectors propis 3 CALCUL MATRICIAL

Per tant:
N2 B 4+ 6=A-DAN=2=6)=A—-1)A=3)(A+2)=0

Un cop tenim els valors propis Ay = 1, Ay =31 A3 = —2, trobem els vectors
propis que hi estan vinculats:

1 -1 4 T T
3 2 —1|lyl=1|vy
2 1 -1 z z
Solucionem el sistema:
r— y+4z==x —y+4z=0
3 +2y = {3 +y 0= _“42:0:»{ 4
x - z= x - z= xr = —a,y = 4a,
Y Y Y 3¢ +32=0 Y
20+ y— z= z 204+y—22=0
—1
Per tant, un vector propi associat a Ay =1ésv; = | 4
1
)\2:3
1 -1 4 T T
3 2 —1|lyl=31ly
2 1 -1 z z
Solucionem el sistema:
r— y+4z =3z —2r—y+4z=0
Y Y —2r—y+42=0
3r+2y— z= 3y = r—y— 2=0= :>{>k:v:a,y:
3r—y— z2=0
20+ y— z= 3z 20 +y—42=0
1
Aixi doncs, un vector propi associat a Ay = 3 és vy = | 2
1
A3 = —2
x
Yy
z
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3.2 Valors i Vectors propis 3 CALCUL MATRICIAL

Solucionem el sistema:

r— y+4z= -2z 3r— y+42=0

3r—y+42z=0
3r+2y— z= — 2y =>3r+4dy— 2=0= N 0
— A
20+ y— z= — 2z 20+ y+ z=0 Y
-1
Finalment, doncs, un vector propi associat a A3 = =2 és vy = | 1
1

El determinant de la matriu original és justament el producte dels tres valors
propis:

1 -1 4
det | 3 2 -1 :—6:)\1')\2'/\3
2 1 -1

i la traca de la matriu és la suma dels tres valors propis:

tr(A):a11+a22+a33:)\1+)\2+>\3:2

Els tres vectors son L.1., ja que

11 -1
det[ 4 2 1|=-6+#£0
1 1 1

De fet, en no haver cap valor propi igual a 0, la matriu formada pels tres
vectors propis ha de ser per forca invertible i, per tant, el seu determinant
diferent de zero o, el que és el mateix, els vectors propis son L.I.

|
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5 ORIGEN DELS EXERCICIS

Figura 27: Esquema
dels valors de sinz i

scosx per a alguns va-
lors d’angles.

4 Material practic

« La Figura [27) conté informacié sobre els sinus i cosinus d’alguns dels
valors d’angles més comuns en els exercicis de I'assignatura.

5 Origen dels exercicis

Els exercicis d’aquesta recopilacié tenen origens diversos. Alguns estan iden-
tificats a ’enunciat amb unes sigles que indiquen:
Autors:

MC Montserrat Corbera.

JA Josep Ayats.

JVF Jordi Villa-Freixa.

CGPT Adaptats de Chat GPT[3].
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Examens:
ler20 1r Examen parcial de models discrets, curs 2020-2021.
ler21 1r Examen parcial de models discrets, curs 2021-2022.
20n24 2on Examen parcial de models continus, curs 2024-2025.
Sem24 Examen semestral, curs 2024-2025.
recu24 Examen recuperacio, curs 2024-2025.
ler25 1r Examen parcial de models discrets, curs 2025-2026.

Si no hi ha origen explicit implica que s’ha perdut. En cas de detectar
alguna errada o mala informaci6 es prega que contacteu 'autor.
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