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Models discrets unidimensionals exponencials

Models unidimensionals

En aquesta seccié estudiarem models de creixement i decreixement de
poblacions d'espécies que es reprodueixen en periodes de temps donats.

Exemples:

@ Poblacions de plantes que es reprodueixen un cop a I'any i després
moren.

@ Poblacions de bacteris que es divideixen en un periode fix.
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SHIC e R T
Exemple. Creixement exponencial de bacteris

Suposem una poblacié de bacteris que es divideixen cada 20 minuts. Inicialment
(k = 0) hi ha 2 bacteris, i a cada periode k doblem la poblacié:

Temps (min) 0 |20 | 40 | 60 | 80 | 100 | 120 | 140
Nombre de bacteris | 2 | 4 8 | 16 | 32 | 64 | 128 | 256
k 0 1 2 3 4 5 6 7

Xk X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7

Taula 1: Evolucié del nombre de bacteris cada 20 minuts

Utilitzarem la notacié x, per indicar el nombre de bacteris transcorreguts k
periodes de divisié. Aixi, obtenim una successié de valors a partir d'una
recurréncia:

Xo = 2,

XkZQXk_l, k:1,2,...

xk=2x, k=01,2,...
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Models discrets unidimensionals exponencials Model exponencial: Malthus

Equacions recursives

Anem a generalitzar el tipus d'equacions que hem escrit.

Si xx és el nombre d'individus en la generacié k, fem servir la férmula
recursiva

xk = f(xx-1), k=>1, (1)
on f és una funcibé coneguda que varia segons el model considerat.

Aquesta expressié s'anomena equacid recursiva de primer ordre. En
elles, el valor de la variable en I'instant k depén només del valor en
I'instant anterior k — 1.
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Models discrets unidimensionals exponencials Model exponencial: Malthus

Exemple. Creixement exponencial de bacteris

Exercici 1: Creixement de bacteris
Quan superara la poblacié els 60 bacteris?

x = 2Kt > 60
In 60
k >
~ In2

—1~4091

Per tant, al cap de k =5 periodes (100 minuts), xs = 64 > 60. Quan
k — 00, X — 0.
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Models discrets unidimensionals exponencials Model exponencial: Malthus

Exemple. Creixement exponencial de plantes

Una poblacié de plantes es reprodueix anualment, cada planta en genera
tres de noves i mor un cop ho ha fet. Inicialment hi ha xg = 30 plantes.

Xk = 3 Xk—1,
xk=30-3k=3kxq, k=0,1,2,...

Exercici 2: Creixement de plantes

Quantes plantes hi haura als 4 anys? i als 4 i mig? Quan superara la
poblacié les 30000 plantes? W
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Models discrets unidimensionals exponencials Model exponencial: Malthus

Exemple. Creixement exponencial de truites

Una fabrica redueix un 11% anual la poblacié de truites d'un riu.
Inicialment xp = 1000.

xx = 0.89K.1000, k=0,1,2,... (2)

Exercici 3: Decreixement de truites
@ Quantes truites hi haura als 6 anys? Als 7 anys i 10 mesos?

@ Quan caura la poblacié per sota de 400 truites?
|
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Models discrets unidimensionals exponencials Model exponencial: Malthus

Model general de creixement exponencial

Suposem que cada individu produeix, de mitjana, R > 0 descendents per
cicle vital.

Xk = Rxk—1, k=1,
xk = R¥x9, k=0,1,2,...

On:
@ R és |la constant de creixement.
@ Xxp és la poblacié inicial.
Depenent del valor de R:
@ R > 1: la poblacié creix indefinidament (xx — +00).
@ R =1: la poblacié roman constant (xx = xp).
@ 0 < R < 1: la poblacié decreix i tendeix a 0 (extincid).
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Models discrets unidimensionals exponencials Model exponencial: Malthus

Temps de duplicacio i de reduccié a la meitat

Com que Xx4+n = R"xk, en n periodes la poblacié es multiplica per R”,
sigui quina sigui la mida de partida.

Temps de duplicacié (R > 1): el nombre de periodes ty tal que R% = 2.
Prenent logaritmes, tyIn R = In 2:

In2

ty = ——.
T InR

Temps de reducci6 a la meitat (0 < R < 1): R%/2 = % i
tijp=In(1/2)/InR=—1In2/InR >0, ja que InR < 0.
e Plantes, R = 3: ty =In2/In3 ~ 0.63 anys (3°% ~ 2).

o Truites, R = 0.89: t;/o = In(1/2)/In0.89 ~ 5.95 anys (0.89° ~ 0.56,
0.89% ~ 0.50).

Per obtenir el temps real, es multiplica per la durada d'un periode.
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Models discrets unidimensionals exponencials Model exponencial amb reintroduccié

Exemple. Creixement exponencial de truites amb
reintroduccio

Si, partint de I'Eq. (2), cada any es reintrodueixen 100 truites addicionals:
xx =0.89x,_1+100, k=12 ... (3)

Aquest model mostra que la poblacié tendeix a estabilitzar-se entorn de
909 truites.
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Models discrets unidimensionals exponencials Model exponencial amb reintroduccié

Exemple grafic: Creixement exponencial
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Figura 1: Representacié grafica del creixement exponencial d'una poblacié de
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truites que decreix amb reintroduccié segons I'Eq. (3) [de Souza(2025)].
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Models discrets unidimensionals exponencials Model exponencial amb reintroduccié

Generalitzacié: Model amb immigracié/reintroduccié

En general, si cada periode es reintrodueixen C individus i la taxa de
supervivéncia és R:

xx =Rxx1+C, k=12 ...
La solucié explicita és:

1— Rk

Xk:RkX0+C1__R,

siR#1
Quan 0 < R < 1, la poblacié s'estabilitza a:

Xoo = —=

1-R
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Models discrets unidimensionals amb creixement restringit

Models discrets amb creixement restringit

A la Seccié 1 hem estudiat un primer model discret de creixement d'una
poblacié (model exponencial) on calculavem el nombre d'individus xx de la
generacié k amb la férmula:

Xk = Rx—1, k=>1,

on xx_1 és el nombre d'individus de la generacié anterior i R > 0 és la
constant de creixement.

Si R > 1, el nombre d'individus creix indefinidament, cosa que només és
raonable en intervals limitats de temps, ja que cap habitat pot suportar
poblacions amb creixement il'limitat.

Per tal d'ajustar-nos millor a la realitat, introduirem una reduccié del
creixement quan la poblacié assoleix valors grans.
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Models discrets unidimensionals amb creixement restringit

Capacitat de carrega

Partim del model exponencial per R > 1:

Xk—1

Una manera d'introduir la limitacié del creixement és considerar que la
taxa de creixement disminueix quan la poblacié és gran. Per exemple,
podem incloure un factor del tipus:

Xk R
Xk—1 1+ an_17

k>1.

On a > 0 és una constant que mesura la influéncia de la poblaci6 en el
creixement. Tipicament es defineix un parametre K > 0, anomenat
capacitat de carrega, que és la poblacié maxima que pot suportar
I'habitat.
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Models discrets unidimensionals amb creixement restringit Model de Beverton-Holt
Model de Beverton-Holt

Si prenem a = %, obtenim el model de Beverton-Holt:
X R
k k> 1.
Xk—1 ]. + Xk 1

Si xx_1 és petit, aleshores x; ~ Rxx_1. Si x,_1 és gran, el creixement
s'alenteix, cosa biologicament més raonable. Operant:

R
Xk = L k> 1.
14+ B2l

Es un altre cas particular de la forma recursiva que hem vist a la pagina 5:

xk = f(xk-1), k>1, f(x)=—F5—. (4)
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Models discrets unidimensionals amb creixement restringit Model de Beverton-Holt

Comportament del Model de Beverton-Holt respecte x

Figura 2: Comportament del model de Beverton-Holt amb R = 1.3 i capacitat de
carrega K = 50, per diferents valors inicials xg. En tots els casos, el creixement
s'atenua a mesura que la poblacié augmenta, tendint asimptoticament a
K.[de Souza(2025)].
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Models discrets unidimensionals amb creixement restringit Model logistic discret
7 4. .
Model logistic discret

Aquest model també limita el creixement, pero d'una altra manera:

R—-1
e _R- Xk-1, k=1
Xk—1 K

: (5)

on R > 1 és la constant de creixement i K > 0 és la capacitat de carrega.
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Models discrets unidimensionals amb creixement restringit Model logistic discret

Comportament en funcié de la poblacié

Si xx_1 és petit (xk—1 < K), aleshores
X ~= Rxy_1,

i el creixement és practicament exponencial. Per contra, quan la poblacié
augmenta de mida,

Xi—
g—)l — Xk N Xk—1,
K
La poblacié creix cada vegada més lentament. De nou estem limitant el
creixement de la poblacié mitjancant la constant K > 0, que representa la
capacitat maxima que pot suportar el medi.
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Models discrets unidimensionals amb creixement restringit Model logistic discret

Forma recursiva del model logistic

Operant a I'expressi6 5, arribem a I'equacié recursiva:

R—-1
K

Xk = xk—1| R — Xk-1 |, k=1,

Aquesta té de nou l'estructura de I'equacié recursiva, Eq. 1, amb

R—-1
K

Xy = f(kal), k>1, f(X):x R — x|, x>0. (6)
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Models discrets unidimensionals amb creixement restringit Model logistic discret

Comportament del Model de logistic xg
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Figura 3: Comportament del model logistic amb R = 1.3 i capacitat de carrega
K = 50, per diferents valors inicials xy. Notar que és similar al model
Beverton-Holt.[de Souza(2025)].
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Models discrets unidimensionals amb creixement restringit Model logistic discret

Problema amb la interpretacié biologica del model logistic

Exercici 4: Problema biologic del model logistic
El model logistic analitzat té un inconvenient: si la poblacié inicial xg és
gran, el valor de x; que déna el model pot ser negatiu. Per exemple, si

2K _ Rxo 2R? “0
—_— X1 = =
R—1 PT14 BRIy R-1

X0 =

el que és biologicament impossible, ja que el nombre d'individus no pot ser
negatiu. Usa Matlab per a comprovar aquest fet. Qué passa si jugues amb
un valorde Rdel,2, 3047 R

Per evitar aquest problema introduirem un nou model amb bones
propietats biologiques: la corba de Ricker.
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Models discrets unidimensionals amb creixement restringit Model de Ricker

Introduccié del model de Ricker

Partim del model de creixement exponencial discret per R > 1:
X

Xk—1

Escrivim R = e", amb r > 0 el parametre de creixement. Aleshores:

— =€
Xk—1

Per tal de limitar el creixement proposem:
Xk—1
X 1- 2L
Sk e’( K )7 k> 1,
Xk—1

on, novament, K > 0 és la capacitat de carrega.
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Models discrets unidimensionals amb creixement restringit Model de Ricker

Comportament del model de Ricker

Si xx_1 és petit comparat amb K, aleshores

Xk
——~e" =R, = x¢= Rxx_1,
Xk—1

és a dir, creixement gairebé exponencial.
Quan x,_1 augmenta i s'acosta a K, aleshores
Xk r(l—xk—_l)
—— =e K ) a1, (7)
Xk—1

i el creixement es limita progressivament.
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Models discrets unidimensionals amb creixement restringit Model de Ricker

Equacio recursiva de la corba de Ricker

Operant en I'Eq. 7 anterior obtenim:

Xk = Xk—1 er(liL}Zl) k > 1.

I

La funcié del model és:

X = fxi-1), k>1, f(x)=xeX/K  x>o. (8)
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Models discrets unidimensionals amb creixement restringit Model de Ricker

Comportament del Model de Ricker xg
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Figura 4: Comportament del model de Ricker amb R = 1.3 i capacitat de carrega
K = 50, per diferents valors inicials xy. Ben similar a les figures
.[de Souza(2025)].
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Models discrets unidimensionals amb creixement restringit Comparativa dels models amb creixement restringit

Comparativa dels models amb creixement restringit

Hem vist que, aefectes practics, els tres models amb creixement restringit
(Beverton-Holt, logistic i Ricker) tenen un comportament similar.

Exercici 5: En qué difereixen els models de Beverton-Holt, logistic i
Ricker?

Usant Matlab, compara les funcions recursives de creixement dels models
de Beverton-Holt (Eq. 4), logistic (Eq. 6) i Ricker (Eq. 8) pera R =2
K = 100. Quina diferéncia hi ha entre els tres models? Com es comporten
per a diferents valors inicials xp? Quin model et sembla més raonable
biologicament? W
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Equilibri en models unidimensionals Punts d’equilibri

Punts d’equilibri de models discrets unidimensionals

En I'estudi de I'evolucié d'una poblacié al llarg del temps, sovint interessa
coneixer el seu comportament a llarg termini. En aquest context, hi ha
certs valors de la variable x que sén fonamentals: els anomenats punts
d’equilibri o punts fixos de la funcié f.

Punts fixos o d’equilibri

Es diu que x* és un punt fix o d'equilibri de f si x* pertany al domini de f
i és solucié de I'equacié:
x = F(x),

és a dir, f(x*) = x*.
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Equilibri en models unidimensionals Punts d’equilibri

Els punts fixos de f, en ser les arrels de x = f(x), corresponen a les
abscisses dels punts d'interseccié entre la recta y = x i la corba y = f(x).

Figura 5: Punts d'equilibri o punts fixos de la funcié f (en blau) com a
interseccions amb la recta y = x (en vermell).[de Souza(2025)].
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Equilibri en models unidimensionals Punts d’equilibri

Model exponencial

Si a és un punt d'equilibri de f i prenem xg = a, el tamany de la poblacié
es manté constant.

Considerem el model discret exponencial:
X = Rxx_1, R >0.
Els punts d'equilibri satisfan x = Rx, és a dir:
x(1-R)=0.

En una poblacié on R # 1, I'(inica solucié és:
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Ruioli
Model amb immigracio

Per al model
X, = 0.89x,_1 + 100,

tenim f(x) = 0.89x + 100 i per tant:

. 100
x = 0.89x 100 = x* = == = 909.00.

Aquest és el valor al qual x, tendeix quan k és gran.
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Punts d'equilibri
Model de Beverton-Holt

El model ve donat per:

Rx_
X, = Xk—1 x>0
R—1 ) =
1+ K Xk—1
Els punts d'equilibri satisfan:
Rx
X =
1+ LEIX
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Ruioli
Model logistic discret

El model és:

R—-1
Xk:Xk—1<R_ % Xk—1), x > 0.

Els punts d'equilibri satisfan:

R—-1
x:x<R— K x>.

Les solucions sén:
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Punts d'equilibri
Model de Ricker

El model és:
Xk = kaler(l_xk_l/K), X > 0.

Els punts d'equilibri satisfan:

X = Xer(l—x/K).
Dividint per x # 0 obtenim:
1=K = x* = K.

Per tant:
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Estabilitat dels punts d'equilibri

@ Estudiarem models discrets de poblacions, definits per la relacié:
Xk = f(xk-1), k=>1,

on xx és el nombre d'individus a la generacié k.

@ Ens interessa el comportament a llarg termini (k — o0).

e Els punts d'equilibri (o punts fixos) sén aquells x* tals que
f(x*) = x*.

@ Si xp = x*, aleshores x, = x* per a tot k > 1: la poblacié no varia.
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Equilibri en models unidimensionals Estabilitat dels punts d'equilibri

Definicions intuitives d'estabilitat

@ Estable: si per a qualsevol xg # x* pero proper a x*, els valors xx
s'apropen a x* quan k — oo.

@ Inestable: si, fins i tot prenent xp tan proper com es vulgui a x*
(pero diferent), els x, no s'apropen a x* quan k — oc.

Interpretacié biologica: Un equilibri estable indica que petites
pertorbacions inicials es corregeixen amb el temps; un equilibri inestable fa
que la poblacié s'allunyi de I'equilibri.
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Estabilitat dels punts d'equilibr
Criteri d’estabilitat

Teorema d’estabilitat

Sigui x* un punt fix de f, amb f derivable a x*. Llavors:
@ Si |[f'(x*)| < 1, el punt d’equilibri x* és estable.
@ Si |f'(x*)| > 1, el punt d’equilibri x* és inestable.

(Nota: en un context matematic més formal, es parlaria de punts atractors
o repulsius.)
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Equilibri en models unidimensionals Estabilitat dels punts d'equilibri

Model exponencial

Model: x, = Rxx_1.
f(x)=Rx, f'(x)=R.
Punt d’equilibri: x* = 0.
e SiR>1=|f'(0)] = R > 1, llavors x* = 0 és inestable.
e SiR<1=|f'(0)] =R <1, llavors x* = 0 és estable.

Aix0 és coherent amb la interpretacié biologica: si R > 1, la poblacié creix
sense limit; si R < 1, decau fins a zero.
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Equilibri en models unidimensionals Estabilitat dels punts d'equilibri

Model amb immigracio

Model: f(x) = 0,89 x + 100, amb x > 0. Derivada: f'(x) = 0,89
(constant). Punt d’equilibri:

1
x* = % ~ 909, 1.

|f'(x*)] = 0,89 < 1 = x* és estable.
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Estabilitat dels punts d'equilibr
Model de Beverton-Holt

Model: P
X = L, R>1, K >0.
1—|— Xk 1

Definim f(x) = . Punts d'equilibri: x{/ =0, x; = K.

f'(x) =R (1 + R}; 1x)2.

1+

e |f'(0)] = R >1= x{ =0 inestable.
o |[f'(K)|=% < 1= x5 =K estable.
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= T
Model logistic discret

Derivada:

Punts d'equilibri: x{ =0, x; = K.
e |f'(0)] = R > 1= x{ = 0 inestable.
o |FI(K)| =2~ R
Analisi:
0 Sil<R<3=1]2—-R|<1= xj =K estable.
@ SiR>3=[2—R|>1= x5 = K inestable.
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Estabilitat dels punts d'equilibr
Corba de Ricker

f(x) = xe"3=/K) x>0,
ambr=InR >0i K > 0. Derivada:

F(x) = e/ (1= 2.

Punts d'equilibri: x{" =0, x; = K.
e |[f'(0)]=€e"=R>1= x{ =0 inestable.
o |[f'(K)|=|1-r|

Analisi:
0Si0<r<2=|1-r|<1= x3=K estable.
@ Sir>2=|1-r|>1= x3 = K inestable.
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Equilibri en models unidimensionals Estabilitat dels punts d'equilibri

Comentaris finals

o El criteri |[f'(x*)| < 1 = estable, |f'(x*)| > 1 = inestable és molt util
per analitzar models discrets.

@ En situacions més complexes poden apareixer bifurcacions i
comportament caotic.
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